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MATHEMATTISCHE ANHAENGTE

ANHANG I, BEGRIFFE UND SAETZE AUS DER ANALYSIS

A. Differentialrechnung im wR"

In diesem Anhang stellen wir wichtige Begriffe und Sétze‘der
Analysis zusammen, welche in der Vorlesung stindig gebraucht
werden. Gleichzeitig fixieren wir auch die verwendeten No-
tationen., Fir Beweise verweise ich auf [1] und [2].

Es sei U(:Tf‘-——€> “?k eine Abbildung, welche auf
einer offenen Umgebung U wvon “Zm definiert ist, Falls
diese in x & U differenzierbar ist, so bezeichnen wir mit

De(x) & L(R", P\k) das Differential (die Ableitung) von

in x . Dieses ist eindeutig definiert durch die Gleichung
p(x+v) = 9(x) + Do(x)-v + &(v) , (1)
mit

lim __Q_(_\.l_l =

vewo NV
Fur Funktionen (k=1) f schreiben wir oft auch df statt
Df. Das Differential einer Funktion ist ein Element des
Dualraumes L(R",R) = (Rmié .

Vertrautheit mit der Differentialrechnung von Funktionen
mehrerer Variablen wird vorausgesetzt., [Sishe, wenn nétig,
[1], Kap. I, oder [2], Abschnitte 2.3, 2.4] Die wichtigste
Rechenregel ist die Kettenregel:

D(bow) (x) = Db(e(x)) Do(x) . (2)
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In der Standard-Basis von ﬁzn wird D¢ durch die Jacobi-

Matrix

J
5
N
5
’S
5

s
?
3

: (3)

I
;
~

evovecoe ﬁ

dargestellt, wenn ¢ die Komponentendarstellung m(xl...,xm) =
(ml(xl,...,xm),......,mk(xl,...,xm)) hat. Insbesondere fiir
eine Funktion f (k=1) wird df durch die Zeilenmatrix

O f QFf x
(ﬁl“....ﬁ ( )

dargestellt,

Ist in R"™ (allgemeiner in einem endlichdimensionalen
Vektorraum) ein inneres Produkt (e,.) ausgezeichnet, so ist
der Gradient von f definiert durch

grad f = 7Ff : U —m {R"

(We(x),v) = df (x)-v , (4)

wo df(x).v die lineare Abbildung df(x) angewandt auf v

bezeichnet., In Euklidischen Koordinaten ist

vreo = L @D ()

dehs <7f ist df "mit Kommas in (*) eingesetzt", Im Ma-

3

trizenkalkil ist <f ein Spaltenvektor <Zf = (df)'
(T: transponiert).
Besonders wichtig ist der

Satz Uber die Umkehrfunktion: Seien U, V offen in E{n

und sei ¢: U ——w V eine Ck-Abbildung. Genau dann ist
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¢ um xeU lokal invertierbar, wenn De(x) reguldr ist,
Die lokale Umkehrung ist in diesem Fall auch eine Ck-Ab-
bildung.

[Fiir Beweise siehe [1], Kap. II, oder [2], Abschnitt 2.5.]

Der nichste Satz ist eine direkte Folge dieses Theorem.

Implizites Funktionen-Theorem: Es sei U offen in Rf ’

U offen in K und f: Uxy —= RX eine CF-Abbildung,
r>»1l . Ferner sei (xo,yo)e UxV und es sei die partiells
Ableitung beziiglich der 2. Variablen, DZF(XQ}): ?Ek-—¢>ﬂ{k ,

ein Isomorphismus, d.he.

3 f
det (

i
(byi(xo’yo)) # 0 .

Dann existieren offene Umgebungen U0 von X und uo von
F(xo,yo) und eine eindeutige C'-Abbildung g: Uxu, —=V
derart, dass fir (x,u)e;onuo

F(X,Q(X’U)) =W .

Insbesondere ldsst sich die Gleichung f(x,y) = const.

eindeutig auflidsen .
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B. Differentialformen

Das Differential df einer Funktion ist eine Abbildung
n
df: U —= L(R",R) = (RM)* .

Wir betrachten speziell die Funktionen L wi(xl...,xn) = X;
i=l,ses,n . Die dx; bilden eine Basis von (RM)* , welche
zur kanonischen Basis {pl,...,enk von ﬁ{j dual ist, d.h,

es gilt

(6)

dri(ej) = 6ij'
Die Grdosse df(x)sv ist die Richtungsableitung von f in

Richtung v wund es gilt, wenn v =_:Z Vies

o DF _ > £
df (x). v —Zi %xi(x) it = S

9

dti(v) .

Deshalb ist
_ o f
df (x) _Zi Hrr () axg ()
Statt de schreibt man auch etwas inkonsequent dxi und

erhidlt damit den Anschluss an die klassische Schreibuweise:

df = fii %%%; dx; . (7)
1 1

(Man beachte, dass die dxi aber nicht "infinitesimale"
Grossen sind, sondern wohldefinierte Linearformen., )

Die Zuordnung x &—% df(x) definiert eine spezielle
Differentialform.

Definition: CEine in U definierte lineare Differentialform

(L-Form) ist eine Abbildung

w: U =————— (TR”)* . (8)
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Diese heisst von der Klasse CN , wenn die Abbildung (8)
von der Klasse C< (k>>0) ist.
Das Produkt einer Funktion f mit einer l-Form o
ist punktweise erklért,
(fo)(x) = F(x)e(x) ,
und gibt wieder eine l-Form,
Eine l=Form w® kdnnen wir nach der Basis dxi zer-

legen,

o= w0, dx; . (9)

Ist ® von der Klasse Ck » S0 sind die w, Funktionen der
Klasse Ck .

Wir nennen o exakt, falls eine Funktion existiert,
so dass w = df ist, Falls U zusammenhdngend ist, ist f
bis auf eine Konstante eindeutig. Notwendig fiir die Exaktheit

von © 1ist offensichtlich die Bedingung
Qw. oo,
= - l = 0. (10)
f}~xj fbxi

Falls w®w die Gl. (l0) erfiillt, nennen wir die Differential-

form geschlossen, Es gilt der

Satz: Wenn U einfach zusammenh&ngend ist, dann ist jede

geschlossene l-=Form (mit Bereich U) in U exakt.

In der Mechanik misssn wir Differentialformen h&ufig
auf neue Koordinaten transformieren, Wir betrachten hier
etwas allgemeiner eine differenzierbare Abbildung ®: M —= N
von einem offenen Gebiet PIC:Eg nach N(ZURP . Auf einem

of fenen Gebiet UD>N sei eine l-Form o definiert (vgl.



- 346 -

Fig.) Diese Form kdnnen wir wie folgt auf

Yo A Xo A
v Dy (x)-v
i U
TR n
— L >
Y4 X,
s
M zurickziehen:
(9*w) (x).v = o(a(x)). Do(x)v . (11)
Offensichtlich ist die induzierte Abbildung ® +—w» @*a
additiv,
m*(ml+ m2) = %0, + 9%0, . (12)
Nach der Kettenregel (2) gilt ferner
(pod)* = g% g*x , (13)
Fiir o = df ist
e*(df ) (x). v = df.De(x)v = d(foe)(x).v 3
d.he
e¥(df) = d(foe) = d(w*f) , (14)

wenn wir fir die transformierte Funktion f o @ auch o%f

schreiben,
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Aus der Definition (11) entnimmt man sofort, dass
fiir das Produkt fwe einer Funktion f und einer l-Form
w folgendes gilt
p*(fu) = o*(f) o*(w) . (1s)
Aus den Gl. (12), (14) und (15) ergibt sich

o*o = o*( ) w dx;) =Z o*(u; )o*(dx; ) =Zw*(mi)d(m*xi) ’

1

oder

p*w =.:zj (wio m)d(xio 0) . (16)

Schreiben wir also die Abbildung ¢ in der form

X3 = (pi(yl"”’ym) y i=l,eeesty (17)
so gilt
(0%u)(y) ==_ o, (o(y))de, (y)
1
Q@ vy
EJ (o, (#(y)) ,Ty;(m dy, - (18)

Setzen wir also

p*o =.;Z: (¢*w) ., dy. ,
: J J
J
so gilt fir die Komponenten von ©®*w das Transformations-

gesetzt

(s )0) =2 ZTE) v (o)) - (19)

In der Praxis benutzt man als Ausgangspunkt meistens die
erste Zeile von (18) und rechnet ven dort an mechanisch

weiter,
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Gelegentlich benutzen wir auch Differentialformen
hoherer Stufe, Dies ist fir das Verstidndnis der Vorlesung
aber nicht wesentlich. Hier ein kurzes Résumé (siehe [2],
Kapitel XVI),

Mit /\p(E) bezeichnen wir den Vektorraum der alter-

nierenden Multilinearformen vom Grad p iber E , Das

dussere Produkt (Dachprodukt) von me;/\p(E) und Bé/\q(E)

ist definiert durch

«ap = 8 Of (e @) , | (20)

Wwo CX der Alternierungsoperator ist und

x Q@ B(Vl"""vp!ul!""uq) = “(Vlro-o’Vp)B(Ul’000,Uq)°

Das dussere Produkt ist
(i) bilinear;
(ii) (graduiert) antikommutativ, d.h. es gilt
anB = (-1)P% Bra , xeA(£), BEA (E) ;
(iii) assoziativ;
(iv) natiirlich, d.h. fir eine lineare Abbildung
9: E —= F gilt %)
¥ (oAB) = 9¥a AG¥B .
Ist Gi (i=1,...,n) eine Basis von E*= L(E,") , so bilden
die Elemente Gi]{\ .../\6i , 0<i < .ss <ipé_ n , eine

p
Basis von /\p(E) , also ist dim /\p(E) =(g) .

Nun sei U eine offene Teilmenge von ﬁ?n « Eine Diffe-

rentialform vom Grade p (p-Form) ist eine Abbildung

w: U __"'/\p( W{W .

*)

Dabei ist

(0%} (vy,een,vy) = alovy,eee,ov,) o

(21)
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Ist diese Abbildung von der Klasse Ck , sosagsn wir, die
Form sei von der Klasse Ck.
Da die dx, eine Basis von ([FS)* bilden, haben

wir eine Darstellung der Form

;:ZEEE: :
W= W, ~.. dX: Asee AdX, = = 0. . OX:Ase AdX,
11..1p i1 i pd ;;Ei_; 11..1p i7 i

L. .edi, P Lggeris
(22)

Das Hussere Produkt oaAB von zwei Differentialformen

x und P ist punktweise erklart
(oxAB) (x) = o(x)AB(x) .

Der Operator d , welcherfunktionen in l-Formen iber-
fithrt, ldsst sich verallgemeinern., Wir definieren die dussere
Ableitung zundchst fir eine Darstellung (22) und geben sodann
eine Charakterisierung, welche koordinatenunabhdngig ist. Das
dussere Differential deo der p-Form (22) ist die (p+l)-Form

= 1
de = ;Ei du):.L i
l...

/\dX-Aoc_Adx. . (23)
: , t1 t
ll<oo<lp

p p

Es gilt der wichtige

§g££i.Es gibt genau eine Abbildung d von der Menge der
p-Formen in die Menge der (p+l1)-Formen mit folgenden Ei=-
genschaften:

(i) d ist W-linear .

(ii) d(m«ﬁ):(da)AB+(-l)p xAdB , o: p-Form .

(iii) Fir Funktionen f ist df das Differential von f .

(iv) dod=20.

FUr'die dussere Ableitung gilt dariber hinaus:
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*
(v) Ist @ eine differenzierbare Abbildung, so gilt )
fir jede p=Form o
p*¥(do) = d(e* «) .

(vi) In einer Koordinatendarstellung (22) ist d durch

(23) gegeben.

Eine Form w ist geschlossen, wenn dw = 0 , und

exakt, wenn o = d¢ fir eine Form ¢ . Es gilt der

Satz (Lemma von PoincarZ): Ist U eine offene stern-

formige Menge von Wf , dann ist jede auf U geschlossene

Form auch exakt: aus do =0 folgt o = d¢ .

*)

Die zuriickgezogene Form ¢*x ist wie in (11) gegeben

durch

(m*m)(vl""yvp) = Di(D(P'Vl,...,D(O'Vp) .
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ANHANG II. LINEARE LIESCHE GRUPPEN

In diesem Anhang stellen wir die gruppentheoretischen
Hilfsmittel zusammen, die (speziell in & 8.3) bendtigt
werden., Um den elementaren Rahmen dieser Vorlesung nicht
zu sprengen, beschridnken wir uns auf lineare lLiesche Grup-
pen., "Nur" diese spielen in der Physik eine Rolle., Eine
lineare Gruppe ist definitionsgemdss eine Untergruppe der
vollen linearen Gruppe. Deshalb beginne ich mit ein paar

Bemerkungen zu dieser Gruppe.

1. Die volle lineare Gruppe GL(n,K), K =R, €

Die Menge aller nxn Matrizen tber W k8nnen wir mit den
Punkten in ?Zn identifizieren, Da die Determinante eine

stetige Funktion ist, ist die Gruppe

cL(n,R) = {A éTR“Z\ detA;éD.g»

eine offene Menge in “3” und damit in natirlicher Weise

ein topologischer Raum. Die Gruppe GL(n,TR) ist beziiglich

dieser Topologie eine topologische Gruppe, d.h. die Gruppen-

operationen sind stetig.,

Uir wollen schon hier festhalten, dass GL(n, R) eine
wesentlich "stdrkere" Struktur hat. Die Gruppenoperationen
sind namlich C?O, ja sogar analytisch, Dies bedeutet, dass
die Abbildungen (A,B) —» AB und A —= A~L, A,
BeGL(n, ®) , differenzierbar (analytisch) sind. [Was dies

bedeutet ist klar, da es sich um Abbildungen von offenen
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Teilmengen eines ﬂkw in einen 12” handelt]. Nach der
weiter unten zu gebenden Definition ist GL(u,®R) ein
lineare Liesche Gruppe.

Ebenso betrachten wir GL(n,C ) als eine offene Teil-

n2
menge in 'E? , indem wir jedem A = (a, den Punkt

1k)
(Re ;) Im aik)’ (ik) in bestimmter Reihenfolge, zu-
ordnen. Die analogen Aussagen wie fir GL(n,TR) gelten

auch fiur GL{(n,C) .

2. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten im R"

Um den Begriff einer linearen Lieschen Gruppe formulieren
zu kdnnen, bendtigen wir den Begriff einer differenzier-

baren Mannigfaltigkeit im mz? . Ich erinnere zundchst an

die

Def.: Seien U, V offene Mengen eines ?2” und @: U — V

eine differenzierbare Abbildung, welche ein differenzier-

bares Inverses w-l hat, dann nennt man ¢ einen Diffeo-

morphismus,

Eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit im Fin kann
man auf verschiedene &dquivalente leisen definieren, Wir
wdhlen folgende

Def,: Eine Teilmenge Mc R" ist eine k-dimensionale

differenzierbare Mannigfaltigkeit (in ﬂ{n) , falls fir

jeden Punkt x&M die folgende Bedingung erfidllt ist:
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() Es existiere eine offene Menge U welche x
M

enthdlt und ein Diffeomorphismus ¢: U — V ,

so dass
A (R*x La})
a{/ x&e Ve xk+l = eee = X_0= D} .

Mit anderen Worten: U~AM ist "bis auf einen Diffeomorphis-—

p(UAM)

1

mus" gleich ﬂZFx {p& (siehe die Fig.).

e —
—

M
un »(UnM)

Viele Beispiele von (diffb,) Mannigfaltigkeiten werden durch
den unten folgenden Satz 1 geliefert. Um ihn zu beuweisen,
bendtigen wir den folgenden

Hilfssatz: Sei U eine offene Umgebung von eaéiﬂin+p

und g eine CT-Abbildung (1&r< % ) von U nach R"
und sei g(a) = 0 . Ferner sei Rang (Dg(a)) = n . Dann
existiert ein (:r—DiFFeomorphismus ¢ von einer Umgebung
von 0 in R™P auf eine Umgebung V wvon a , so dass
fir alle Punkte xe&V folgendes gilt

(g 0 0)(x ,eeeyx™P) = (x},...,x™)

Mit anderen Worten gilt auf V

’
L]

go ¢ = LU Projektion von 'Efx QP —sT"
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Beweis: Sei gq = (gl,...,gn) . Wir nehmen an, dass etuwa
2 9;
Det a o £ 0,
(fbxj( ) i,j=lyeee,n

Ansonsten miisste man die xj zuerst noch geeignet permu-
tieren, Sei G: U —= WP definiert durch

G(x) = (gl(x),...,gn(x), xn+l""’xn+p) , dann ist

Det (DG(a)) #0 , G(a) = 0 . Nach dem Satz iber die Umkehr-
abbildung existiert deshalb ein Diffeomorphismus ¢ von einer
Ungebung V von 0 in R"™P nmit G o ¢ = Id\V . Dies
bedeutet

G(b(x))

(9, (8(x))sueea (80D, 6,1 () suensb o (x))

(Xl,..., Xny xn+l""’ xn+p).

Also gilt fir xeV : gi(¢(x)) = Xx;, i=l,000,n0 . O

Satz 1: Sei A C ®R" offen und g: A —> RP eine
diffb. Abbildung mit der Eigenschaft, dass Dg(x) den

Rang p hat, wenn immer g(x) = 0 . Dann ist g-l(O)

eine (n-p)~dimensionale Mannigfaltigkeit in R" .

Beweis: Wir haben zu zeigen: Zu aé:g-l(D) existiert

eine offene Menge U>a wund eine offene Menge vew" ’

sowie ein Diffeomorphismus ¢: U ——== V , so dass
#(U~a™H(0)) = U~ (R'P x {o}),

Nach dem Hilfssatz existiert ein Diffeomorphismus @$: V —a= U

von einer Umgebung V wvon 0 1in R" auf eine Umgebung U

von a in R" , 80 dass das folgende Diagramm kommutativ

ist
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ne Uck 3 for
o1 y
be V CRURAER (afa) =) -

Sei ¢ = w-l , dann folgt daraus sofort

o(Ung™1(0)) = vaker ¢, = Vva(dolx R'P), O

Anwendung., Aus dem beuiesenen Satz folgt unmittelbar, dass

2.B. die n-Sphare S" eine Mannigfaltigkeit in W™ ist,
denn S = g_l(O) fir g: ﬂ2P+l-——£> ® , definiert durch

g(x) =l x| - 1 . Andere Anwendungen folgen weiter unten,

Eine sehr wichtige alternative Charakterisierung einer Man-

nigfaltigkeit wird durch den folgenden Satz gegeben,

Satz 2: Eine Teilmenge M C TR"™ ist eine k-dim. Mannig-
faltigkeit in EL” genay dann, wenn fir jeden Punkt xe& M

die folgende "Koordinatenbedingung" erfillt ist:

(K) Es existiert eine offene Umgebung U von x in
TR" und eine offene Umgebung - W Eik , souie
gine differenzierbare injektive Abbildung f :

v —= R" , SO dass

(i) f(U) = MmnU

(ii) Rang (Df(y)) = k fir alle ye& VW .

Fine solche Funktion f nennt man eine Parametrisierung.

Beweis: Sei M eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit in

®R" , dann wdhle man einen Diffeomorphismus ®: U — V ,

welcher (M) erfiullt, Sei
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W =£ae R* (a,U)Em(M)}

und f: U —e—®" , definiert durch f(a) = ¢ ~(a,0) .
Dann ist natiirlich f(W) = MAU (benutze (M)) . Wir zei-
gen, dass der Rang von Df gleich k ist. Dazu sel
® U — RN b(2) = (0,(2),..0,0,(2)) .
Dann gilt fir alle yeu : & (fr (y)) =y , also

pds (F(y)).DF(y) = 1d .
Damit erfillt f die Bedingung (K) .
Erfiillt umgekehrt f: W —= R™ die Bedingung (K) , dann
ist nach einer eventuellen Permutation die Matrix
(QTFi/Tbxj) , Lj=l,eeek , nichtsinguldr. Wir definieren
g: W xuzﬁ"k —_— R durch

g(a,b) = f(a) + (0,b) .
Es gilt

Df 0
Dg =

Also Det(Dg) # 0 . Nach dem inversen Funktionen-Theorem
existiert eine offene Menge Vl , welche (x,0) enthdlt
und eine offene Menge V, , welche g(x,0) = f(x) enthdlt,

so dass Q¢ Vl —p \I2 ein differenzierbares Inverses

@: VU, ——~ V. hat, Dann ist (beachte (i) von (K))
2 1

o(uam) = o7 (v M = g7H(La(x,0):(x,00€v; |)
= Vlr\(ﬁfg<{jl}) . U
Bemerkung

Aus dem Beweis von Satz 2 entnimmt man die folgende wichtige

Tatsache: Sind Fl: ul —_— R"



- 357 -

und F2: U2 —_— R" zuei Parametrisierungen, dann
-1

ist F2 0 Fl auf dem Definitionsbereich differenzierbar
und Det (D(F;lo Fl)) #0 . In der Tat, sei @ die im
Beweis von Satz 2 konstruierte differenzierbare Abbildung
zZu F2 » dann ist

-1
fFrorio fy = (x; 0 0) o Fl >

wo T, die Projektion auf die ersten k Komponenten ist.

Die rechte Seite ist natiirlich differenzierbar., Dasselbe

gilt selbstverstdndlich fiir die inverse Abbildung leo Fz

und damit ist D(f;'o f,) nicht singulér.

Def. Eine Abbildung ¢: M — N , Mc R" , N R"

diffb. Mannigf., ist differenzierbar in xe&M , falls fiur

ein Koordinatensystem f (Parametrisierung) g o f :F?k — "
(k = dim M) differenzierbar ist, Ist speziell N = & R

so ist ¢ eine differenzierbare Funktion auf M .

Nach der obigen Bemerkung ist klar, dass diese Definition
nicht vom Koordinatensystem abhingt., Ausserdem zeigt man
gleich wie dort, dass fir eine Parametrisierung g wvon N
um @(x) die Funktion g-lo ¢ o f: BRK —u me (£= dim N)

differenzierbar ist.
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3. Tangentialraum, Tangentialabbildung

Sei M eine k-dim. Mannigfaltigkeit in R" und sei

fs W —=R" eine Parametrisierung von M um x = f(a) .
Da der Rang von Df(a) gleich k ist, ist die lineare
Transformation Df(a): RK — R" injektiv und Df’(a)-Rk
ist damit ein k-dim, Unterraum von ﬂ{n . Falls g: V —4>-E2n

eine andere Parametrisierung um x = g(b) 1ist, dann gilt
Dg(b):R¥ = DF(a) 0(F tog) (b)-RX = pr(a). R" ,

Der k-dim. Unterraum DF(a)'YRk hingt also nicht von der
Parametrisierung ab. Diesen Unterraum bezeichnen wir mit

TX(N) und nennen ihn den Tangentialraum von M im Punkte x .

[Tangentialrdume in verschiedenen Punkten soll man als ver-
schieden ansehen].

Es ist leicht einzusehen, dass

TX(P’I) = { ¥ (o) + Y (s) = Kurve in M mit Y (o) = x}_
seien MCR™ , N R™ zuei differenz. Mannigf. und ©: M — N
eine diffb. Abbildung. Fur jedes xe& M induziert ¢ eine li-
neare Abbildung zwischen den Tangentialrdumen TX(M) und
Tm(x)(N) in folgender Weise: Sei Y (t) eine Kurve durch
xe M mit X(o) = x und dem Tangentialvektor v =8 (o)é_Tx(M) R
dann ist t +—# (g0 X)(t) eine Kurve in N durch @(x) .
Den zugehdrigen Tangentialvektor bei t = 0 bezeichnen wir
mit v' = %g(mox )|t=0 . Die Abbildung v +—=» v' bezeichnen
wir mit Tx(w): TX(M) — Tm(x)(N> . Fihrt manm um x und

9(x) Parametrisierungen f und g ein , so ist die Ab-
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bildung fir die Reprdsentanten € und ' von v und v'
gegeben durch

g' =D(g™o v o F).E |
Deshalb ist Tx(w) eine lineare Abbildung, die sogenannte

Tangentialabbildung im Punkte x.

4, Vektorfelder auf Mannigfaltigkeiten

Ein Vektorfeld X ist eine Abbildung, welche jesdem x&€ M

(M diffb. Mannigf.) einen Vektor X(x) in TX(M) Zu-
ordnet. Fir eine Parametrisierung f: U —= R" gibt es zu
X ein eindeutiges Vektorfeld € auf W , derart, dass
Df(a) - E€(a) = x(f(a)) fir jedes ac W , Wir sagen X sei

differenzierbar, falls € differenzierbar ist., Diese Defi-

nition hdngt wieder nicht von der Parametrisierung ab. ‘E

nennen wir den Repridsentanten von X in der Parametrisierung

f . Sei @w: M —ww»= N ein Diffeomorphismus von zwei Mannig-
faltigkeiten M und N (d.h. ® habe ein diffb. Inverses).
Ferner sei X ein Vektorfeld auf M . Dann definieren wir

ein Vektorfeld o,X auf N durch

(9xX) (0(x)) = T (0)-x(x) ,

Mit X ist auch @uX differenzierbar,
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5. Lineare Liesche Gruppen

Nun konnen wir den Begriff der linearen Lieschen Gruppe

pridzise definieren.

Def. Eine Teilmenge GcGL(n,k), K =®,C, ist eine li-

neare Liesche Gruppe, wenn die beiden folgenden Bedingungen

erfiillt sind:
(i) G ist eine (abstrakte) Untergruppe von GL(n,K)

2 2
(ii) G ist eine diffb. Mannigf. in R" bzu. rR2™ .

Insbesondere ist natiirlich GL(n,K) eine lineare Liesche
Gruppe.

Die Gruppenoperationen sind differenzierbar, womit
gemeint ist, dass die Abbildungen

G X G ———= G , G —= G

-1

((x,y) ¥—>  x-y) (x —e x 7)
differenzierbar sind., Dies sieht man sos: Fir Parametrisie=-
rungen f wund g von G sind

Jeo (Fxa): (xyy) = F(x)-g(y)

und »of: X +——b f“(x)-l

differenzierbar, weil die Gruppenoperationen in GL(n,K)

differenzierbar sind.

Beispiele:

1) Die spezielle lineare Gruppe: 5L(n,R) == &ﬁ&ﬁL(n,ﬁ{)tdetA:AE

Sei g(h) = Det(A) - 1. Dann ist SL(n,®) = g~ (o) . Nun ist

Dg(n) = <2€§§-ii:—> (a,,).
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Hier ist A = (aik) und A;  ist der Minor von a; .
Also ist Dg(A) # 0 fir q(A) = 0 . Nach Satz 1 folgt

deshalb, dass StL(n,R) eine linsare Liesche Gruppe ist.

2) In #hnlicher Weise zeigt man, dass die orthogonalen
Gruppen 0(n) wund S0(n) lineare Liesche Gruppen sind.
Dies folgt auch aus folgendem Theorem, welches wir aber

nicht beweisen:

Satz 3: (E. Cartan)

Jede abgeschlossene Untergruppe von GL(n,K) ist eine

lineare Liesche Gruppe.

Aus diesem Satz folgt, dass auch die unitdren Gruppen U(n)
und SU(n), sowie die symplektischen Gruppen Sp(n) lineare

Liesche Gruppen sind.

6., Die Lisalgebra einer linearen Liseschen Gruppe

Es sei G eine lineare Liesche Gruppe und €3 sei der Tan-

gentialraum Te(G) s € = Einselement von G . Es gilt der

Satz 4: Mit dem Multiplikationsgesetz
[X,v]: = x-¥ = v.x, x, vyelf,

wobei der Punkt die Matrixmultiplikation bezeichnet, ist

qg eine Liesche Algebra von linearen Transformationsn,
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Beweis: ?3 ist nach Definition ein Vektorraum,., Das defi-
nierte Klammerprodukt ist offensichtlich bilinear, schief
und erfillt die Jacobi Identitadt, Es bleibt zu zeigen,

dass mit X,Yéicz auch [X,Y] in QS enthalten ist. Nun sei

X = Eﬂég;l , A(T): Kurve in G mit A(o) = 4 |
T=20

Y = Eﬂéi ‘ , 8(C): v vovw v B(o) =4
T=0

Sei weiter

c(s): = a(Vs) B(Vs ) a™H(Vs) 87H( Vs ),

Dies ist wieder eine Kurve in G mit C(o) = 4.

Jetzt bilden wir

%EC(SW = lim ELE%ZA= = lim %{IA(JE),B(JE)]A'l(ﬁEB B'HSEES}
S=0 S=w Q0 S— O )

= lin_ i[“(\f_i_"i, B((\[?'A‘I ATt (Vs)eT W) = Ix,v1. O

Wir bestimmen jetzt die Lieschen Algebren siniger linearer

Liescher Gruppen.

1) GL(":R) ’ GL(“)C):

Die zugehBrigen Liealgebren bestehen aus allen reellen bzuw,
komplexen nxn Matrizen gl(n,R) bzw. gl(n, C) . Tatsidch-
lich ist fir jedes Xe gl(m,K) die Kurve A(s) = exp(sX)

in GL(n,kK) mit A(o) =41 und dA(s)/ds‘s=0 =X .
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2) Die spezielle linsare Gruppe SL{(n,K)

Sei A(s) eine Kurve in SL(n,K) mit X = §§§i£1\8=0

und A(o) = A . Dann gilt [Aij seien die Minoren zu A]

d a,.(o)
0 = %E Det A(s‘s=O =::§: :% aij(Det A) ;s

z Aij(o) :313(0) =2 E’ij .al_](o) = 5p X,

Also ist notwendigeruweise Sp X = 0 , Diese Bedingung ist
aber auch hinreichend, denn exp(sX)& GL(n,K) und

Det (exp(sX))= exp(s-SpX) = 1 ; also ist exp(sX)e St(n,K)
mit X als Tangentialvektor bei 4 . Die Liealgebra sf(n,K)

von SL(n,K) ist demnach

sl (n,K) =,{ X< gl(n,K): Sp X = 0}.

3) Die unitdre Gruppe U(n)

Sei A(s) wieder eine einparametrige Kurve mit X als Tan-
gentialvektor bei der Gruppeneins: A(s)A(s)* = 4 . Daraus
folgt X+X* = 0 , also ist X notwendigerweise schief-

hermitesch, Umgekehrt habe X diese Eigenschaft. Dann gilt
exp(sX)(exp sX)* = expSX expsSX* = expSX exp =X = 4 |
Die Liealgsebra ist demnach

u(n) = § xeal(mC): x+ xx=0f

-
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4) Die spezielle unitire Gruppe SU(n)

Die Liealgebra fiir diese Gruppe ist natiirlich

su(n) =~[Xégl(n,£) ¢t X + X¥ =0, SpX=U}

Usbungsaufgabe: Bestimme die Liealgebren der orthogonalen

und symplektischen Gruppen.

7. Die Exponential-~Darstellung

Im Fblgenden sei G eine lineare Liesche Gruppe, f
eine Parametrisierung von G um das Einselement mit

f(0) = L = e, und qx sei die Lisealgebra zu G .

Wir beginnen mit einer Vorbemerkung: Der Tangential-
raum Tao(G) bei a &€ G ist a % . Dies sieht man so:
Eine Kurve a(t) durch a, (a(0) = ao) geht durch Links-
multiplikation mit a-' in eine Kurve b(t) = a_’a(t) durch
e {iber mit b(o) = e . Der Tangentialraum T, (G) besteht
aus der Menge der Vektoren °

gt a(t) = Glag 0(8)) = a, b(t)’tf s & .

Wir stellen nun die Frage: Wie konstruiert man G aus ég ?
Die bisherigen Beispiele legen es nahe, dass dies durch die
Exponentialabbildung geschehen kdnnte. Tatsdchlich werden

wir zeigen, dass jedenfalls lokal G und exp€§ "jbersin-

stimmen",
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Satz 5: Aus xeg folgt exp&tXeG fur alle teTR.

Beweis: Die Kurve A(t):= exp(tX) ist durch die Differen-
tialgleichung

A(t) = A(t) X
mit der Anfangsbedingung A(o) = i. charakterisiert. Falls

gezeigt werden kann, dass die Gleichung fir kleine t in G

geldst werden kann, dann impliziert die Eindeutigkeit der
Lésung, dass fir kleine t expltXD in G ist. Wegen des
Gruppencharakters von GG ist dann aber sexp(tX)e G fir alle
te R .

Nun zeigen wir, dass fir kleine t eine Losung in G
existiert. Da AXe TA(G) » REG, definiert die Zuordnung
A ¥——b AX ein Vektorfeld auf G . Fir dieses existiert eine
Integralkurve B(t)e G durch 4 : B(t) = B(t) X fur geniigend
kleine t und B(o) =4 . Die Existenz (und Eindeutigkeit)
dieser Integralkurve in der N&he von 4 sieht man so: Man
wihle eine Parametrisierung f 1in der Umgebung der Gruppen-
eins und schreibe die Differentialgleichung im Parameterraum,
Dort erhalten wir eine Differentialgleichung der Art wie sis
in & 2.1 studiert wurden, Wir wissen, dass diese fir kleins
t eine (eindeutige) L&sung hat. 0[]

Die beswiesene Aussage (Satz 5) bedeutet eXDQKC:G .
Nun ist Rang (D expo) = dim<§ = dim G . Deshalb ist die Ab-
bildung exp 8in Diffeomorphismus von einer Umgebung V von
Null in g? auf eine Umgebung U von 4 in G . Dieses Resul-

tat wollen wir als Satz festhalten.
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Satz 6: Die Exponentialabbildung exp bildet dis Lie-
algebra g einer linearen Lieschen Gruppe G in die
Gruppe G ab, Lokal vermittelt exp einen Diffeo-
morphismus zwischen einer Umgebung VYV wvon 0 in 2; und

einer Umgebung U wvon {1 in G . exp 1ist also eine Pa-

*)

rametrisierung ‘von G um 4.

Die Parametrisierung exp 1ist analytisch, Durch Linkstrans-
lation erhalten wir fir jeden Punkt von G eine analytische

Parametrisierung., Daraus folgt der

Satz 7: Jede lineare Liesche Gruppe ist eine analytische

lineare Gruppe.

Eine einparametrige Untergruppe A(s) : A(sl) A(sz) = A(sl+32)

ist von der Form A(s) = exp(sX), XE% , denn dies ist die
eindeutige Lésung der Funktionalgleichung fir A(s) . Umge-
kehrt ist jedes A(s) von dieser Form eine einparametrige
Untergruppe. Lokal iiberdecken diese die Gruppe G . In den
kanonischen Koordinaten 1. Art entspricht einer l-~parametrigen

Untergruppe eine Gerade s t—= (sal,.., sak) .

*)

Fidhren wir durch Xl""xk eine Basis in %g ein, so
ist die Abbildung f : RK —— G, definiert durch

K
F(xl,...,xk) = axp (. x. X.) eine Parametrisierung
i=1 * °

um A€ G . Die Koordinaten (xl,...,xk) nennt man

kanonische Koordinaten l. Art beziiglich der Basis Xl,..,xk .
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8. Homomorphismen von Liegruppen und Liealgebren

Def.: Es seien G und G' zwei lineare Lissche Gruppen,
Eine differenzierbare Abbildung ¢:G —» G' ist ein Homo-
morphismus von G nach G' falls fir alle a,be G:

e(a b) = o(a) w(b).

Ist o9 8in Diffeomorphismus und ein Homomorphismus, dann

ist 9 ein Isomorphismus.

Def.: Es seien EB und qx‘ zwei Liealgebren. Eine lineare

Abbildung L von g; nach gg} ist ein Liealgebren Homo~-

morphismus falls fiir beliebige Elemente X,Yéigg gilt

L([x,¥T) = [L(x),L(v)] .

Ist L bijektiv, dann ist L ein Liealgebren Isomorphismus.

Wir betrachten jetzt einen Homomorphismus ¢: G — G!
zwischen zwei linearen Lieschen Gruppen G und G' mit
Liealgebren S; und 23' e ® induziert eine lineare Abbildung
Te(w):gg ———-—Eg' . Wir zeigen, dass Te(m) ein Liealgebren

Homomorphismus ist. Nun gilt mit den Bezeichnungen in Ab-

schnitt 6
T o([x,¥]) = %; _ ¢(C(s)) =
=4 {:m(A(Jg)) o(8(Vs)) o~(a(s)) m'l(B(J;))}
ds s=0 °

Ferner ist
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S| ea(s)) = Te(x)
d
S| e(e(s)) = T e(Y)

Die Rechnung in Abschnitt 6 zeigt deshalb, dass
T_e([x, Y1) = [T _e(x), T e(¥)] .
Wir formulieren das wichtige Ergebnis im folgenden

Satz 8: Sei ¢: G —» G' gin Homomorphismus zwischen
linearen Lieschen Gruppen G wund G' , dann induziert
die Tangentialabbildung Tem beim Einselement von G

einen Homomorphismus Teng§-—-— %1! zwischen den zuge-

hdrigen Lieschen Algebren.

Lokal kann man in einem gewissen Sinne die Umkehrung zeigen.

Wir wollen aber hier nicht niher darauf eingehen.

In der Quantenmechanik spielt auch der Begriff einer

Darstellung eine Rolle.

Def,: Eine Darstellung einer Lieschen Gruppe 6 ist ein

Homomorphismus @t G —— GL(n,K), K = R, C. n ist
die Dimension der Darstellung. Analog ist eine Darstellung
einer Lieschen Algebra% ein Homomorphismus @ :Cg,——v g (n,K).

n ist die Dimension der Darstellung.

Nach Satz 8 induziert jede Darstellung einer Liegruppe

eine Darstellung der zugehdrigen Liealgebra.
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8, Liesche Transformationsgruppen

Dieser Abschnitt ist besonders wichtig fir & 8.3.
Def, Es sei G eine lineare Lisesche Gruppe und M eine
Mannigfaltigkseit in “{? . Die Gruppe G ist eine Liesche

Transformationsgruppe von M , falls eine differenzierbare

Abbildung T ¢ G x M —s M gegeben ist mit den Eigen-
schaften

(i) "Cgio ’"C‘gz =Tgl 0, ’ wo ‘T,g(x):= T (g,x)

(ii) Vce = Id.

Die Abbildung ng: M — M ist natiirlich differenzierbar,

Da ferner ‘Cg o U Id ist *Cg ein Diffeomorphismus

g~-1
von M ,

Sei gg die Liealgebra zu G . Zu Xeigg batrachten
wir die l-parametrige Untergruppe A(s) = exp(sX) . Dann
ist s r——b-W:A(S) eine l-parametrige Gruppe von Trans-

*)

wir mit X* , Durch die Zuordnung X +—=%- ~ X¥ ist eine

formationen von M . Das zugehdrige Vektorfeld bezeichnen

Abbildung Q :fg'——i—'BE(FU von S§ in die Menge der Vektor-
felder tber M definiert,

In ¥ (M) definieren wir das Klammerprodukt zwischen
zwei Vektorfeldern X und Y wie folgt: Sei x& M wund

f eine Parametrisierung von M um den Punkt x . € und %/

*
) Ist Cbt eine l-parametrige Transformationsgruppe (G

ist in der obigen Def. die Gruppe W ). Das zugehdrige

Vektorfeld ist so definiert: X(x) = %? CFt(x)\ 5
t=0
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seien die Reprdsentanten von X wund Y , Das Klammer-
produkt [?'J%] wurde bereits in & 7.1 definiert.
Dieses sei definitionsgemiss der Repridsentant *) von [X,Y].
Mit dem so érklérten Klammerprodukt wird -}i(N) gine Lie=
algebra, Nun beweisen wir den

Satz 9: Mit den obigen Bezeichnungen ist Q :Qﬁ-——-—?{(m)

ein Liealgebren Homomorphismus.

Beweis: Wir wdhlen einen beliebigen Punkt x< M wund be-
trachten die Abbildung g +—— ¢x(g): = rCg(x) von G
nach M . Nach Voraussetzung ist dies eine diffb. Abbildung.
Der Vektor X¥(x) ist der Tangentialvektor an die Kurve
S p——to ¢X(A(s)) an der Stelle s =0 , d.h,

() = T (6 )X (1)

Daraus folgt
(X+Y)*¥(x) = Te(¢x)-(X+Y) = X*¥(x) + Y*(x)

und ebenso (A X)*¥(x) = A X*(x) . Da der Punkt x belie-
big ist, ist damit die Linearitdt von g bewiesen., Es
bleibt zu zeigen, dass =[X,Y]* = [X*,Y*¥] ist, Um dies ein=-
zusehen, benutzen wir die folgende Formel, die wir weiter

unten beweisen

o1 (x) = i 24w - (T MY, @)

S 0
Nun ist (siehe den Abschnitt 4)

(rEA(S)* Y*¥)(x) = ‘rg‘(w.>< (VCA(S)).Y* (A"L(s) x)

*)

Zeige, dass diese Def. unabhingig von der Parametris. ist,
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wobei wir die Operation der Gruppe auf M durch sinen
Punkt angedeutet haben: T:g(x) = geX o
Nach (1) ist dies

(T A(s)* Y-)S(X)

T T T (b oY
ﬂ‘(s)-x( A(s)) B( 31(3)-x)

= TB(TA(S) o t_, )e Y . (3)

A(s).x

Nun benutzen wir

(Tags)® by, ) () = Ta(s)(To(ATH(8)x))

“Ta(a)eg (7)) =Ty ()g ym1g) ()

= (A(s) g A™M(s))

(6, ob.) (a) , (4)

wo ﬁDS die Abbildung g +—w A(s)g A-l(s) bezeichnet,

Nach der Kettenregel ist deshalb die rechte Seite von (3)

(Tagsyx D) = T (b o) ¥ =T (6,) T (&) ¥ (5)
Mit (1) und (5) wird aus (2)
1) =1m A1 ) dv - () v (6)

Nun bendtigen wir T_( 438) Y . Dies ist nach Definition

der Tangentialabbildung

Te(cbs)'Y = %CbS(B(I))‘T— , B(0) =1, d—cBTéCEl =Y

und B(T) eine Kurve in G ., Dies bedsutet

= A(s) Y A"1(s), (7)

To(dg) ¥ = G Als) B(T) A7H(s)
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Setzen wir dies in (6) ein, so kommt

(X%, v¥] (x) = = T_(8,) S= a(s) YA™5(s) | == T (0 )([x,Y]),

mit (1) beweist dies [X¥*,Y*¥] = - [X,Y]* ,

G.he 9 ist ein Liealgebren Homomorphismus.,

Wir missen noch die Richtigkeit von (2) zeigen. Dazu
beweisen wir den
Satz 10: Es seien X und Y Vektorfelder auf einer Man-
nigfaltigkeit M im Ezn und es sei cbi; der Fluss zu X .

Dann gilt

YY) = 1in E{ve) - (P ()

t—>o0

Beweis: UWir wdhlen eine Parametrisierung f: VCZTJ;——’— M
(r = dim M)einer Umgebung von pe M mit p = f(a). Die Re-
pridsentanten von X und Y in E& seien € und WL.
[x(fF(x)) = of(x) . € (x), etc.] . ¢, sei der Fluss zu g .
Natirlich gilt & (F(x)) = F(e (x)) . Die linke Seits von
(8) 1ist nach Def.

(,Y1(p) = 0F(a)- [ ] (a).

Fir die rechte Seite gilt

n 2 {vG) - (b @F =1 Eor@). qfa) -

t—»o t—» 0o

- 0r(a)- () (8) = 07(2) 2in { A () - (o) (@)}

t —

Es bleibt also zu zeigen, dass die Gleichung (8) im Para-

meterraum gilt:

(8,9,1() = tin  FLon(a) - ()@} (9)
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Nun ist nach Definition

(0,49 )(a) = Do (s;7(a)) * N (eg (a)), (10)

Die rechte Seite von (10) hat die Struktur A, v, mit

A =4 . Wir haben folgendes zu betrachten:

. 1 . 1 1
lim = (v.- A,v,) = lim {—(v—v)-—(A-i)v}
vim F Wom Agve) = in A EWeTe) T E M £
_ o i I
d# t=0 d t=0 °

In unserem Falle ist v, WL(mtl(a)) = ’ql(m_t(a))

Folglich ist nach der Kettenregel

a -

- _11

t

_g_wt(mt(a)), = D’)L(a)' = (a)

. -1
Ferner ist At = D@t($t (a)) , Vg = qt(a) .

Deshalb
dA
=|  =Sp e (a)]  + S De (e (a))
t=o t=o0 L t=0
' 4
Qe
O(zg| ) () =0D% (a) .
t=0

Insgesamt erhalten wir fir die rechte Seite von (9)

0 () + £ (a) - DE (). (&) .
Die i@ Komponente davon ist (gjq?,i,j -(}ngi,j) , und

te

dies ist in der Tat die i Komponente von [§>ﬁz]

(sishe (7.13)
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Satz 1ll: Es sei d}t der Fluss zu einem Vektorfeld X
auf der Mannigfaltigkeit M in W{n und @z M —w= M
sei ein Diffeomorphismus, Dann ist ¢04Dt 0 ¢-l der

Fluss zum VYektorfeld ¢*X .

Beweis: Das Vektorfeld Y zur (lokalen) l-parametrigen

Transformationsgruppe @ od?t 0 ¢-l ist gegeben durch

(sishe die Abschnitte 3 und 4)

% (hodb o 1) (8(x)) = | o (x) -

S=0 S=0

Y(b(x))

T oL X(x) = (0,0 ((x) . O

Satz 12: Mit den Bezeichnungen von Satz 11 ist @ X = X

Loy . ist.

genau dann, wenn ¢e¢, o b

Beweis: Aus Satz 11 folgt, dass ¢ o<bt o v1 =&)t die
Aussage Gy X = X impliziert. Gilt umgekehrt §,X = X , so
beweisen wir ¢ od?t =d>t o ¢ , Dazu wenden wir beide Seiten
dieser Gleichung auf einen festen Punkt x an und zeigen,
dass beide Seiten dieselbe Differentialgleichung in t
erfiillen, Da fiir t = 0 beide Seiten Ubereinstimmen,

folgt dann die Behauptung. Nun erfiillt al(t):= ¢(Cbt(x))

die Gleichung

&l(t) = Td}t(x) ] Sﬁcbt(x) )

oder)uegen

do

S=0

d d d
TP = 5 tes(X) = T3

auch
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& () = ¢t<x)¢'X<‘*>t<X>> = (0X) (0 (<)) = x(0l, (),

oder
a (6) = x(agp(t)),

Anderseits gilt fir o, (t):=d> (#(x))

x(ey(t)) . O

5 (1) = x(d, (5(x)))

Satz 13: Es seien X und Y Vektorfelder auf einer
Mannigfaltigkeit M in ﬁfn y welche lokale l-~parametrige
Transformationsgruppen dPt und ¢t erzeugen, Dann ist
d?t o lbs = Lbs 0 th fir alle t,se‘R dquivalent zur

Gleichung [X,Y] =0 .

Beweis: Wir zeigen nur eine Richtung dieses Satzes voll-
stdndig. Aus 4>t o} ¢S = ¢S odpt fir alle s,t folgt nach
Satz 12 (4>t)* Y = Y fir alle te IR. Nach Satz 10 folgt
daraus [X,Y] = 0 . Umgekehrt kann man mit Hilfe von Satz 10
zeigen, dass aus [X,Y] = 0 fir alle t die Gleichung
(¢>t)* Y = Y folgt (Uebung). Dies impliziert nach Satz 12

auch 4>t o} $S = ¢S od)t fir alle s,t . d

Die folgenden Bemerkungen werden beim Kreisel aine
Rolle spielen,
Wir betrachten eine lineare liesche Gruppe G mit

Liealgebra éz . Beziglich der Linksmultiplikation g ~—% Lg :

Lg(h) =gh, g,he G, ist G eine Liesche Transformations-

gruppe von G , da und L_ = Id., Mit Rg

L =L L
91972 91 92 e
bezeichnen wir die Rechtsmultiplikation: Rg(h) = hg .
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Nun sei XéEgg und A(s) = exp(sX) die zugehdrige
l-parametrige Untergruppe von G . Ferner betrachten wir
die l-paramétrige Gruppe LA(S) von Transformationen
von G . Das zugehdrige Vektorfeld bezeichnen wir wise auf

Seite 369 mit X* , X*¥ ist rechtsinvariant: (Rg)*x* = X*,

denn Rg LA(s) = LA(s) Rg und die Behauptung folgt aus
Satz 12. Ferner ist X +—#= = X* npach Satz 9 ein Lie-
algebren Homomorphismus; d.h. X t—% X¥ ist ein Lie-
algebren Antihomomorphismus (dohe [X,Y]¥* = = [Xx*,Y*]) .

Entsprechende Aussagen erhdlt man durch Vertauschen
von links mit rechts. Man muss aber auf Vorzeichen auf-
passen. Da

R = R_ R
9,9, 9, 9

(beachte die Reihenfolge rechts!) erhdlt man durch

T =

9 Rg—l eine Realisierung von G (in G !) . Das

)
Vektorfeld zu vCA(s) sei X ., Dieses ist linksinvariant

N
und die Zuordnung X +——m X ist wieder ein Homomorphis-

mus von Lieschen Algebren. Dies bedeutet: Ist X#: das

Vektorfeld zur l-parametrigen Transformationsgruppe RA(s)
-~/

so ist (da Xﬂ: =~ X ) X#: linksinvariant und X — x

ist ein Liealgebren Homomorphismus. Wir fassen das Resul-

tat schematisch zusammen:

xeﬂ —=e A(s) = exp sX

LA(s) ’ RA(s)

v 4

X* X , X* rechtsinvariant, X4# linksinvariant

4=

X +—& X*¥ : Antihomom., Xt X" ¢ Homom.

(11)
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h h
felder X* und Y4:

Da LgoR = R.o Lg vertauschen nach Satz 13 die Vektor-

[x*,y*¥1 = 0. (12)

[ In der hier verwendeten Richtung wurde der Satz 13 be-
wiesen].
Sei Xi eine Basis von fg'. Da E? eine lLiealgebra

ist, kdnnen wir schreiben

X .] =ch‘;j X, . (13)

[Xg0X;

Nach dem Gesagten gilt

k
[X*l’x*j] = -Zcijxﬁ
# A k
[Xi s X5 ] =+ 2,C55 X%,
[xx , x‘J!*] -0, (14)

Aus diesen Vertauschungsrelationen werden sich in £11.5
die Poissonklammern fiir die kdrperfesten und die raum-
festen Drehimpulse beim Kreisel ergeben, Beachte den Vor-

zeichenwechsel von der ersten zur zweiten Zeile.
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ANHANG III. BERECHNUNG DER INTEGRALE (l10.1l00).

Als Beispiel fiihren wir die Berechnung von

é?UZm(E + %).- ui,_/r2 ) dr (1)

(]
]

fir £« 0 vor, Mit den Abkiirzungen

»
"

2mE<£0 , B =mk , c=u§ (2)

—
= 8 _ L
J— &\jﬂ+2r 2 dl‘.

r

ist

Der Radikand hat positiv reelle Nullstellen rl< T, und ist
in r,<r<r, positiv (A< 0 !). Das Integral erstreckt sich

von r, nach r und zuriick, Auf dem ersten Wegstick (rl —_— r2)

2

ist P = mr> 0 » also das positive Zeichen der Wurzel zu nehmen,
Beim Riickweg hat man hingegen das negative Vorzeichen zu wihlen,

Der Integrand

F(r)s= VA 22 - E;= 2 A(r-rl)(r'rz)‘ (3)

hat in T und T, Verzweigungspunkte 1., Ordnung. Schneiden
wir die komplexe r-tEbene liangs des Intervalls [rl,r2] der
reellen Achse auf, dann ist f(r) eindeutig. Wir setzen die
Wurzel auf dem unteren Ufer des Schnittes als positiv voraus.
Um zum oberen Ufer zu gelangen, missen wir einen Verzweiqungs-
punkt umgehen und somit ist die Wurzel auf dem oberen Ufer ne-
gativ. J 1ist also das Integral von f 1lings des gesamten
Randes des Schnittes in positiver Richtung und also auch gleich

dem Wegintegral von f Gber ¥ der Figurs

J = & F(r) dr . (4)
X

Der einfache Pol bei r = 0 muss dabei im Aeusseren von 8

liegen.



- 379 -

In der Nahe von r =0 und r = @ haben wir

f(r) = J:§§1(l- % T + ses) J- C: negativ imaginir , (s)
bzu,

F(r) = VA (14 % % + see) UA: positiv imaginir . (6)

Nach dem Cauchyschen Satz ist das Wegintegral (4) gleich
der Summe der lWegintegrale lidngs [T um den Punkt 00 und uber
den Weg 4, » der um r = 0 herumfihrt, mit den in der Figqur

angegebenen Orientisrungen, Folglich gilt mit (S), (6) und (2)

2vi [——- V- ]

J

=A
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UEBUNGEN

1, Relativ zu einem starren Bezugssystem sei die physikalische
Langenmessung erkldrt. Bsschreibe einen (oder mehrere) Test,
welcher Uberpriifen soll, ob der Fuklidische Raum ein gutes

Modell fir den physikalischen Raum ist,

2. tin Zentralfeld-Potential v(r) sei homogen vom Grade d ,
V() = _§Fv(r) fir alle A>0 .
Zeige, dass mit einer Bahn ¥ auch die dilatierte Kurve \Y
eine Bahn ist. Bestimme das Verhiltnis der Durchlaufszeiten
der beiden Bahnen, Leite daraus die Isochronzitidt des Pendels

und das dritte Keplersche Gesetz her.

3. Betrachte ein geladenes Teilchen (Masse m, Ladung e) im ho-
mogenen Magnetfeld B ,auf welches zusitzlich ein homogenes
Gravitationsfeld wirken midge. Der Vektor g der Schuere=-
beschleunigung stehe senkrecht auf 8 .

ODurch eine gesignete Transformation auf ein gleichfdrmig
bewegtes Bezugssystem transformiere man das g-feld weg.
Wie muss man die Relativgeschwindigkeit (Dritheschuindig-

keit) wdhlen ?

4a) Fir eine ebene Bewegung x(t) leite man die folgenden
Gleichungen ab

X =T 8 _+ r@
0.— (] _d— 2.
X = (t-re“) e_+ gt (t7¢) g,

wobei (r,®) die Polarkoordinaten von x(t) sind und

er g4 die radialen und azimutalen Einheitsvektoren

bezeichnen,
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4b) Im Ring {r_<r<R, 0Cw<2c} sei das Kraftfeld

R
hdrigen Bewegungsgleichungen.

F=ax= S (a=const) gegeben. Suche Ldsungen der zuge-

5. Betrachte die Bewegung eines geladenen Teilchens (Masse m ,
Ladung e) im Feld eines (hypothetischen) magnetischen Mono-
pols mit dem Magnetfeld B = (g/rz) e . Zeige zundchst, dass

52(t) = v2t2, 42 s VvV = const, d = kleinster Abstand

vom Monopol,
Beweise sodann, dass der {ibliche Bahndrehimpuls L=m 1/\3
nicht erhalten ist, wohl aber
d=L-ege .

Schliesse daraus, dass sich das Teilchen auf einem Kegel

bewegt, Beschreibe diesen, insbesondere seinen Oeffnungswinkel,

6. Das folgende dynamische System stellt ein einfaches Riuber-

Beute Modell (ohne "soziale Reibungsterme") dar:

(x=By) x
(bx-%)y ,  o,B,¥,8>0.

Skizziere das zugehdrige Vektorfeld, sowie das Phasenportrait,

.
X

.
y

7a, Man betrachte das dynamische System:
r=f(r), ¢6=-1, (0<reoe , D<o <2x),
mit dem Vektorfeld X(r,e) = (f(r),~-1).
Berechne das transformierte Vektorfeld b,X wunter der
Transformation

b s (r,0) r—e (xl=r cos @, x,= r sin ®) .

7b. Nun sei speziell Ff(r) = r(l-rz) . Skizziere das Phasen
portrait von ¢,X ., Welche Gleichgewichtspunkte hat das
transformierte Vektorfeld ? Welche Rolle spielt der Kreis

2 2 _
xl + x2 =1 ?
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8., Ausgehend von den Newtonschen Bewegungsgleichungen fir
ein System von Massenpunkten,

:ii; Gm , (x -x.)

j#L X —J\

leite man folgende Beziehung ab:

5T =2T+V .,
Dabei ist T die kinetische Energie, V die potentielles
Energie und 1 das Tradgheitsmoment:

= ::arni x? .

-1

8. Man beweise, dass die Gravitationskraft ausserhalb einer
Kugel mit kontinuierlicher kugelsymmetrischer Massenver-
teilung gleich ist der Kraft eines im Kugelmittelpunkt ge-
dachten Massenpunktes, dem als Masse die Gesamtmasse der

Kugel zugeordnet wird (Satz von Newton),

10, Zeige, dass fiir ein Teilchen im Coulomb-Potential V(r) = =a/r

der Lenzsche Vektor
BAL

om

X
r

erhalten ist,

11, Ein Doppelstern werde (der Einfachheit halber) in der Bahn~—
ebene becbachtet, Der Winkel zwischen der Beobachtungsrich-
tung und der Richtung zum Perizentrum sei «x/2-w , Man zeige,
dass die Komponente der Geschwindigkeit des Sterns 1 in der
Beobachtungsrichtung als Funktion des Bahnazimuts © (ge-
messen von der Richtung zum Perizentrum) folgendermassen
variiert:

[ £ cos w+ cos(v+w)] (€: Exzentrizitsat),

Ubeob =V

mit
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o3

m

v, = 2
[(m.+m )a(l-&z)]é
1 72
Zeige, dass
m3 3
2 T 2\ /2 3
Fri= 7 = TEl=€7) T vy,
(ml+m2)

wo T die Umlaufsperiode ist, souie

2

= 2x .
v, =T ?I:E?j%— (al. grosse Halbachse von Stern 1),

Was kann man aus den Messungen von Vbeob eines Sterns

(mit dem Doppler~Effekt) grundsitzlich bestimmen ?

12, Betrachte einen Massenpunkt in einem zentralsymmetrischen
Potential V(r) = - o/r+8V(r) , wobei &V(r) eine kleine
Stérung des Newtonschen Potentials ist (Abplattung der Sonne,
allgemein relativistische Korrektur, etc.) Dies hat zur folge,
dass die Bahn bei beschrédnkter Bewegung nicht mehr geschlos-
sen ist und sich das Perihel der Bahn bei jedem Umlauf um
den kleinen Winkel &8¢ verschiebt. Berechne &8¢ fir die F&lle

a) 8V = B/r2 , b) &v = Y /r3

Anleitung: Zeige zundchst, dass allgemein

T
2 P
2 2,2
8p = - 2 =T S~ \JZm(E-V) - L%/r“dr
1
ist (rl , ¢ radiale Umkehrpunkte).
s

13, Betrachte ein geladenes Teilchen in einem axialsymmetrischen
Magnetfeld, Leite mit Hilfe des lLagrangeschen Formalismus
zwel erste Integqrale her,

Anleitung: Benutze Zylinderkoordinaten,

In der Uebungsbesprechung wird eine Anwendung dieser Aufgabe

auf den Strahlungsgiirtel der Erde (Van-Allen-Girtel) vorgefihrt,
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l4, Welche allgemeine Form muss die Kraft F(x,x,t) auf

einen Massenpunkt haben, damit diese von der Form

. d v QV
F(X,i,t) = 'a'E Ox - _X

ist 7

15, Benutze die Antwort der letzten Aufgabe, um die lLagrange-
funktion eines Teilchens in einem elektromagnetischen fFeld

systematisch zu finden,

16, Suche eine lLagrangefunktion fir die eindimensionale Be-
wequng mit Reibung
X = F(x) = ¢ x .
Anleitunqg: Versuche einen nichtautonomen Ansatz der form

L(x,%,t) = F(t) € (x,%) .

17. Hiufig hat die Lagrangefunktion die Form L = %L:Zl gik(q)aiak-
b4
V(ql"°’qf)’ wobei gik(q) fUr jedes g eine positiv
definite quadratische form ist. Man bringe die Eulerschen

Gleichungen zu L 1in die folgende fForm
k .
> 6.8, =09 .
T,S
Darin sind F'k die sog, Christoffel=-Symbole

Qa_.. (79
ki ir si rs
Zg %(Q @qr -Tqi) )

wobei (glk) die zu (gik) inverse Matrix bezeichnet.

Ferner ist

—

R N L A

q .
i 09;

K S
18, In der Vorlesung wurde das sphdrische Pendel mit den La-
grangeschen Gleichungen 2. Art behandelt. Leite alle

wichtigen Ergebnisse mit den Lagrangeschen Gleichungen

l, Art ab,



19,

20,

21,

22,
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Betrachté die reibungsfreie Bewegung eines Massenpunktes
auf einem Rotationsellipsoid. Bestimme die Lagrangefunktion
dieser geoddtischen Bewegung in den Koordinaten (&%, e) ,
welche die Oberflédche des Ellipsoides gemdss

X = a sin@'cos ® , y = a sinS’sin w , z =D cos &
parametrisieren, wobei a und b die Hauptachsen des El-
lipsoides sind., Zeige, dass die Integration der Bewegungs-
gleichungen auf Quadraturen zurickgsfiihrt werden kann.
Diskutiere die Bewegung analdg wie das sphdrische Pendel

im Skript.

Bestimme die Hamiltonfunktion fiir ein geladenes Teilchen in

einem elektromagnetischen Feld,

Beweise den folgenden

Satz: (i) Ist \ ein Eigenwert einer symplektischen linearen
Transformation M der Multiplizitit k , so ist 1/ eben-
falls ein Eigenwert von M mit derselben Multiplizitdt,

(ii) Mit A ist auch Ei ein Eigenwert mit derselben Multi-
plizitat,

(iii) Falls die Eigenwerte 1 und - 1 von M vorkommen, soO

sind ihre Multiplizitdten gerads.,

Bestimme die Gleichgewichtslagen des folgenden dynamischen
Systems als Funktion des Bifurkationsparameters p und
diskutiere deren Stabilitat:

; =p = YVX - y2

Y = Yy + Xy,



- 386 -

23, Parametrische Resonanz (Skript, & 6.3):

24.

25.

Bestimme die Instabilititszonen in der w, £ - Ebene fir

die Gleichung

X o==f2(t) x |

wobei

w+& 9 0(t<1\'

F(t) = , f« 1,

m-e ’ L4 t« 2x
F(t+2x) = F(t) .

Man betrachte ein Pendel, dessen Aufhdngepunkt in der ver-

tikalen Richtung oszilliert (vgl., Fig.). Wihrend jeder

| _Q ¢ Lange des Pendels

2q mg a ¢ Amplitude des Auf-
hangepunktes
2T : Periode der Oszil-
lation des Aufhinge-
ar- N punktes
— 1
I T T
Parabel

Periodenhdlfte sei die Beschleunigung des Aufhingepunktes
konstant und gleich +c¢c , c = 8a/ T2 . Zeige, dass die
aufrechte Stellung des Pendels fir genigend rasche 0Oszil=~

lationen des Aufhidngepunktes stabil ist,

Bestimme ein vollstindiges Integral der verkiirzten Hamilton-
Jacobischen Differentialgleichung fir die Bewegung eines
Teilchens im Potential

V = - % - fz ,

(Ueberlagerung eines Coulomb- und eines homogenen elektrischen

Feldes,)



26,

27.

28,
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Anleitung: Wdhle parabolische Koordinaten (%,Wz,m) ,
welche mit Zylinderkoordinaten (§>,m,z) wie folgt zu-

sammenhangen:

c=4 (8-, ¢-lgq

Man zeige fir ein abgeschlossenes 2~Teilchensystem, dass

die folgenden sechs Inteqrale in Involution sind:

2 3

P rel ? lLrel\ ’ Lrel .

17 Pys Pgy H

Man zeige, dass fir das Kepler-Problem

E2
24
e oTEy

die ersten Integrale
L=xAp, A=pAL + mx x/|x| (Lenzscher Vektor)

die folgenden Poissonklammern haben:
dis Lj} €ijk bk » Ly, Ajg' =& M
,{Ai, Ah =-amHz, L

jk Tk -
leige, dass sich die kanonischen Transformationen 3., Art

wie folgt durch erzeugende Funktionen darstellen lassen:

CAE >F<
g, = = ———= P = =
k QP ’ k f)Qk ¢

Hier ist Fz eine Funktion der (Qk,pk), welche die Bedingung

Z-
F
Det((b S_) £ 0

Q0 by

erfullt,
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29, Mit den Bezeichnungen von & 11.7 betrachte man den
dort am Schluss angedeuteten Fall, dass E nur wenig

grosser ist als Ji/ZC . leige, dass dann nidherungsweise

gilt
1 2 1
. N oS - .
E(J)__zc I+ 7 e Iy *+ Hy o
wobei Hl von der potentiellen Energie-,mgces%% her-

rihrt, DOeute die Prdzession des Kreisels als sikulare

Stdrung durch die Schwere,
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