- 196 =~

Kapitel 7. Kanonische Transformationen

Dieses Kapitel dient der formalen Ausgestaltung der
kanonischen Mechanik. Wir besché@ftigen uns vor allem mit der
Transformationstheorie der Hamiltonschen Gleichungen, sowie
der Charakterisierung und Erzeugung von kanonischen Trans-
formationen,

Die symplektischs Struktur des Phasenraumes induziert
eine wichtige schisfe Bildung im Raume der differenzierbaren
Funktionen, welche im weiteren Verlauf dieser Vorlesung eine

wasentliche Rolle spielt,

71 Die Poisson-Klammern

Es sei X: UxMR —= R" ein Vektorfeld auf Uc WR" und dpt R

14
der zugehdrige Fluss, Ferner sei F: Ux“&-—-fW( eine zeit-
abhdngige Funktion auf U , Nun betrachten wir die Integral-
kurve Z(t) =<bt,s(x) durch x ( P (s) = x) und bestimmen
die Zeitableitung

4

e F(P(E),t) = DyF(R(E),t)e ¥ (t) + FE(F (t),t)

DF(R(E),t) X(§(t),t) + Fre(y(t),8)e  (7.1)

Im folgenden bezeichne Dx die Richtungsableitung in Richtung

X bei fester Zeit., Dann lautet (7.1) fir t = s

F(x,s)i= ¢ POt - St P (), ) |,

= Dx F(x,s) "'((% (xts) ’
deh. es gilt

[ ]
I Fo= DyF + (th . (7.2)
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Ist X = (X,1) das Vektorfeld der autonomen Erweiterung
(vgl, S. 41), so ist die rechte Seite von (7.2) gleich DxF

Also gilt auch

Fo= Dy F. (7,2')
Sei jetzt speziell X Hamiltonsch, X = XH , dann
wird aus (7.2)
l Foe R HE D, F . (7.3)

wobei T
DF J(DH)

f_\&_——\
{F,H} : = DXHF = D,F-X, =§ Fx. €15 M x. ° (7.4)
J

X .
. . Y71
1,1

Schreiben wir (7.4) in g und p , so erhalten wir
F

=t 9F QH . QH OF
{'FyH} = 2_. ((bqi tbpi -?qi%i ) . (7-5)

i=1

Gl. (7.3) nennt man die Liouvillesche Gleichung.

Insbesondere lassen sich die Hamiltonschen Bewegungs-

gleichungen wie folgt schreiben

;(i = ,{(xi, H:‘S . (7.6)

Die Bildung (7.4), (7.5) ist die sog. Poissonklammer, (Das

Vorzeichen ist in der Literatur nicht einheitlich gew#hlt,)
Ausgedriickt durch die schiefe Form (5.42) gilt
1F,6% = o(Xq,xp) . (7.7)
Wir stellen nun einige elementare Eigenschaften der
Poissonklammer feaest. Zundchst notieren wir fir die Koordi-

natenfunktionen x,: 'Fff —_— R

Il.xi'xj} = aij , (7.8)



- 198 -

{qi'qj} = 'g,pi’pj} =0, i—qi'pj& = 6ij . (709)‘
Aus (7.4), dohe JF,G} = D,F 3(D,G)T, ergeben sich die

meisten der folgenden Eigenschaften unmittelbar,

Satz 7.,1: Fiir beliebige differenzierbare Funktionen F,G,H

und Konstanten C1+Cy gelten die folgenden Beziehungen:

(i) Linearitét: e Fee,GHE = o dF,H} + op{6,H

(ii) Antisymmetrie: {f,c} = -4 6,F} (7.10)
(iii) Produktregel: {F,GH& = {F,Gt He JF,uk G (7.11)
(iv) Jacobi-Identitdt:  JF,{G,HY¥}+ zyklisch = 0 (7.12)
(v) Vollstdndigkeit: JF,6l=0 Vo —orad F =0.

Einzig die Jacobiidentit&t ist nicht offensichtlich., Diese
kdnnte man durch eine direkte Rechnung verifizieren., Es gibt
aber sine elegantere Méglichkeit, welche uns dariiber hinaus
auf wichtige Begriffsbildungen fiuhrt,

Wir ordnen einem Vektorfeld X durch LXF:= DXF den
Differentialoperator Lx zu, (Dieser ist vorldufig nur auf
Funktionen F erkldart; er ldsst sich aber zur Lieschen Ab-

leitung auf beliebige Tensorfelder, insbesondere Differential-

formen, erweitern,) Eine einfache Rechnung zeigt, dass der

Kommutator
Ly, Lyde= Ly Ly = Ly Ly
von der Form ist, mit
2 (x ik T Yy xi,k) , Yi,k:= Yi’xk . (7.13)

Das Vektorfeld Z nennen wir das Lieprodukt von X wund Y
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und bezeichnen dieses mit [X,Y] « Das Lieprodukt ist also
definiert durch

[Lys Lyl =Lix,vp - (7.14)

Es ist sehr einfach zu zeigen, dass fiir das Lieprodukt die
Eigenschaften (i) - (iv) ven Satz 7.1 erfiillt sind. An Stelle
von (v) hat man |
[x,¥1 =0 Y v =>x =0. (7.15)

Dies sieht man aus (7.13). InsbesOnde:e ist die Jacobi-~Iden-
titat leicht zu verifizieren,

Nun betrachten wir speziell Hamiltonsche Vektorfelder
XH = J gréd H . Wir zeigen, dass die Zuordnung H w—> X_H
ein Liealgebren-~Homomorphismus ist., Zur Erl&uterung definieren

wir die folgenden Begriffe.

Definition: Ein Vektorraum 5f?ﬂber R mit einer Operation

Z x L~ z, (x,y) = [x,y] ist eine Liealgebra iiber

R , falls die folgenden Axiome erfiillt sind:

(L-1) [x,y] ist W =-bilinear
(L~2) [x,y] = ~ [y,x]
(L=3) Es gilt die Jacobi-Identitdt:

[x,{y,z]] + zyklisch =10 ,

Beispiele: 1) Die Menge ¥ (M) der Vektorfelder auf M ,

ausgeristet mit dem Lieprodukt.
2) Cbo - Funktionen tUber dem Phasenraum, ausgeristet mit der
Poissonklammer,

Definition: Ein Homomorphismus e :df-——e»&f' zwischen zwei

Lieschen Algebren Oé?und ai' ist eine lineare Abbildung von

&f nach aﬁ' mit der Eigenschaft
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o([x,y]) = [o(x),e(y)] . (7.16)

Es bleibt uns die Verifikation von (7.16) fiir die

lineare Zuordnung H —2 X_H e Nun ist
L G =L (L G) - L (L G)
[X ,,,X . ] X X X X
—H1"=H, ~H, ~H, ~H, =H,
=L, ({ﬂz,G})-LX_H ({H,63) =dn, 4 ny, 64k - {0y, 406
1 2

]

{{Hl’ U B

&, (7.17)
- LY
1*°°2
wobei die Jacobi~Identitidt fiir die Poisson-~-Klammer verwendet
wurde (siehe aber die nachfolgends Bemerkung).

Tatsdchlich gilt also die wichtige Beziehung:

’ ] = X . 7.18
“Hy" T-Hy RIUTLA ( )

Bemerkung: Im Anschluss an (7.17) kann man auch noch einen
einfachen Beweis der Jacobi-Identitdt fir die Poisson-Klammer
geben., Dazu bemerken wir, dass in {f, &G,H&E + zyklisch
keine zweiten Ableitungen vorkommen, denn diese wiirden fir

H in {F, SLG,HR} + iﬁ, .&H,F}} auftreten, was nach der

Rechnung in (7.17) gleich L H ist., Dasselbe gilt
[X_poX_g]

fiir die 2, Ableitungen von F und G . Mit dieser Bemerkung

verifiziert man die Giiltigkeit der Jacobi~Identitédt ohne Miihe,

Wir geben nun eine wichtige Charakterisierung von

Hamiltonschen Vektorfeldsrn.,

Satz 7.2: Sei X(x,t) ein (nichtautonomes) Vektorfeld iiber

dem Phasenraum M. Dieses ist lokal genau dann Hamiltonsch,
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wenn fir alle F,G € C?o(l’l) die folgenden Identit&dt gilt:
L, 4F:6} = {LXF,G}-n-.[F, LXG}. (7.19)
Beweis: " ——," Falls X (lokal) Hamilfonsch ist,
X = J grad H , so gilt nach (7.4) fir die linke Seite von (7.19)
L hFeY = 44F.8% L MY,
Aus demselben Grund ist die rechte Seite von (7.19)
{LXF,G}+{F,LXG} SO I L T O R (T
Deshalb folgt mit der Jacobi-Identitdt die Gultigkeit von
(7.19).
" e Nun gelte umgekehrt fir alle F,GeCM(M) die Glei-
chung (7.19). Insbesondere ist dann
Lx ,{'Xi, xj} = Lx gij_ =0 ={Lx Xi,xj—& + {xi,LX Xj} .

ba L, x; = 2 X, Cbxiﬂaxk = X; » so folgt
k

0 = §xgaxghe dxpaxg= Xy Bug %0+ % Ere ¥aue

=Xi,kekj+&ie Xj'e .

dehe DX 3+ 3 (0X) =0,

1
oder nach Multiplikation von rechts und links mit IJ

a0,x + (0,x) 3 =0,

1
Dies zeigt
D,(3x) - [0,(3x)17 =0,
1 1
deh., die Rotation des Vektorfeldes JX verschwindet, Deshalb
existiert eine Funktion H wmit 3JIX = - grad H, oder X =

Jgrad H . O

Korollar l: Aus dem Bewsis geht hervor, dass X schon Ha-

miltonsch ist, wenn die Gleichung (7.19) nur fir die Ko-

ordinatenfunktionen x; (i =1,..,2fF) gilt.
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Korollar 2: Aus (7.2) und Q. {F,c} = {Qtr,cl + {F,2,.6%

sieht man, dass X genau dann Hamiltonsch ist, wenn fir

ralle zeitabhd@ngigen Phasenfunktionen F{(x,t), G(x,t) gilt

{re} = LF,6y « §r,6Y (7.20)

(o = 07) « Sind deshalb F und G Konstanten der Bewegung

zur Hamiltonfunktion H , so folgt daraus, dass auch 4:F,G§
eine Konstante der Bewegung ist. Die Konstanten der Bewequng

bilden also eine Liesche Unteralgebra von (CDO(N, &: ,-& ) .

7¢2. Charakterisisrungen von kanonischen Transformationen

Wir wollen im folgenden untersuchen, unter welchen Diffeo~-
morphismen ein Hamiltonsches Vektorfeld wieder in ein solches
iibergeht.

Zun8chst fihren wir die folgenden Begriffe ein,

Definition: Ein (zeitabhingiger) Diffeomorphismus ¢ ist

kanonoid beziiglich H , wenn das Hamiltonsche Vektorfeld XH
vwieder in ein Hamiltonsches Vektorfeld ibergeht; ¢ ist ver—

allgemeinert kanonisch, falls jedes (!) Hamiltensche Vektor-

feld wieder in ein solches iibergeht,

Eine kanonoide Transformation braucht nicht unbedingt
verallgemeinert kanonisch zu sein, wie wir in den Uebungen
sehen werden,

Die Gesamtheit der verallgemeinerten kanonischen Trans-—

formationen bildet in natﬁriicher Weise eine Grupps.



- 203 -

Satz 7.3: Es sei ¢ ein (zeitabhdngiger) symplektischer
Diffeomorphismus, de.h, ¢t(x):= #(x,t) sei fiur jedes t

symplektisch, D¢té55p(F,EQ) . Dann ist ¢ verallgemeinert

kanonische.

Zum Beweis bendtigen wir das folgende
Lemma: Es sei X ein Vektorfeld im uz? und ¢ ein Dif-
feomorphismus. Dann gilt fur jede Funktion f auf E{n

Ly(o*f) = a*(Ly 4F) (7.21)

wobei e¥*¥f:=f o ¢ .

Beweis: Fir die linke Seite von (7.21) habsn wir

Ly (w%f)

D(@*f)+ X = Df+ D@+ X = Df- @, X

D LI

P X
Genauer erhdlt man

Ly(#*F)(x) = (Dy yF)(e(x)) = e*(Ly ,F)(x) . O

Beweis von Satz 7.3: Uir betrachten zuerst den autonomen Fall,

Fir diesen wurde die Bshauptung schon auf S, 140 bewiesen, Wir
geben hier sinen anderen Bsweis, aus welchem sich auch der
nichtautonome Fall sofort ergibt, Dazu benutzen wir (das Ko-
rollar 2 zum) Satz 7.2. Danach geniigt es zu zeigen, dass L¢*XH
als Derivation auf den Poissonklammern wirkt, Nun ist aber

nach (7.21)
¢*(L¢*XH.{F,G'}) = LXH($* 1F.GY). (7.22)

Ferner lassen symplektische Diffeomorphismen die Pgissonklam-

mern invariant:

\.———W

= e*dr,c . & e (7.23)
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Damit folgt, unter Benutzung von (Korollar 2 zu) Satz 7.2,
lb*(le*XH S LXH{ B*F, %G} = {Lme*F, 4G | +
U*F'LXHMG} (7'?21)‘{("*(L"’*XHF)’d’*G IS &*F’w*(L"’*XHG)}

= ex(fr, (el dF, 6l
(7.23) {dl*x“ { d’*xH}(

deh.
L¢*XH4» F,G} = ,}’ Ld’*XHF,G} + {F,le*XHG} .

L¢ X ist alse tatsé@chlich eine Derivation.
*7H
Fir den nichtautonomen Fall muss man im obigen Beweis
lediglich iiberall ¢ durch % und X durch X im erwei-
terten Phasenraum (vgl. S.44) ersetzen, O
Die Untergruppe der symplektischen Diffsemorphismen

nennt man auch die Gruppe der kanonischen Transformationen.

Diese ist eine ggﬁgg Yntergruppe der verallgemeinerten kano-
nischen Transformationen, wie der folgende Satz zeigt. (In
vielen Lehrbiichern wird das iibersehen),

Satz 7.4: Sei #¢(x,t) ein zeitabhdngier (lokaler) Diffeo-
morphismus des Phasenraumes, Dann sind die drei folgenden
Aussagsen dquivalent:

(i) o ist verallgemeinert kanonisch;

(ii) es gibt eine Konstante ¢ # 0 , so dass

{orrorct=-cex{rc} ¥r,ce Clm; (7.24)

(iii) & ist kanonoid beziiglich aller quadratischen Hamilton-

funktionen der Form
H=a+2'bixi+&izmj Ciy X3 Xj (7.25)

(avbivcijé ‘R) .
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Beweis: Wir fihren den Beweis wiedser nur fiir den autonemen
Fall, Durch Uebergang zum eruveiterten Phasenraum beweist man
den Satz im michtautonomen Fall genau gleich,

Aus (i) folgt trivialerweise (iii). (ii)==>(i): Nach

(7.24) gilt fir ein Hamiltonsches VYektorfeld Xy

Ly Jexr, oxal=c L exfF,6} = coex(, ({F,6}). (7.26)
H H (7.21) *7H .

Die linke Seite dieser Gleichung ist nach Satz (7.2)

LXH{_:h*F, %G} = {LXHm*F, %G | + Joxr, Ly, o*c |

(7=2‘f')¢*(L¢*XHF)9 'h*G} + {d’*F’ !b*(L(h*XHG)lS

= c ¢*{ Lo, 6| + cw*.{ F, Ld)*xHG} . (7.27)
(7.24)
Aus (7.26) und (7.27) folgt, dass L¢*XH die Produktregel
(7.19) erfiillt, Deshalb ist $4X, nach Satz 7.2 Hamiltonsch
fir jedes H und folglich ist ¢ verallgemeinert kanonisch,
Es bleibt (iii) =%»(ii): Nach Veraussetzung erfiillt X, 2u
(7.25) die Derivationseigenschaft (7.19). Diese wenden wir

auf die Funktionen @, in @ = (Ql,...,¢2F)3= ¢-l an:

Nun ist, mit (7.21) und d*p, = p.0b: x —>x; ,
“’*(Lm;xH"’i) = LxH("’*"’i) = f\_xi,H} . (7.29)
Aber

&Xi,H} ’=gij bj + éie clk xk =£ijb,j +6i€c.£k¢*’k .
Deshalb gibt (7.29)

L (7.30)

bex i T BagPy v Egcen %
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Setzen wir dies in (7.28) ein, so srhalten wir

Lzb*xH Jo50057% = &y 4%k Lo g0 Cpie
Darauf wenden wir &% an und benutzen links wiederum (7.21).
Mit der Definition
Jig o= o* Jegaegy (7.31)
ergibt sich
W ST T S I TR AT T

oder in Matrixschreibweise, mit M:= 9Mij)’ 5 = (cek) ,

Ly, M = Jsm - msd, (7.32)

H

(Beachts: ml o= - m , 5T

= S,) Fir H =a sind beide Seiten
in (7.32) gleich Null, (Im nichtautonomen Fall k&nnten wir
auf @ M/®t =0 schliessen.) Wihlen wir jetzt H =23 bix;
so verschwindet die rechte Seite von (7.32). Die linke Seite
hat die Matrixelements
-U‘ij' by "k} = Mg, 08 P
Also gilt H:ﬁ J =0, dehe M 1ist eine konstante antisym-
metrische Matrix. Aus (7.32) erhalten wir damit
asm = mMs3J (7.33)
fir jede symmetrische Matrix S , Wir zeigen nun, dass aus
dieser Eigenschaft auf M = const * J Qeschlossen werden
kann,
Multiplizieren wir (7.33) von rechts und links mit
J , so kommt
s(m3) = ams = (m3)T s . (7.34)
Speziell far S = 1 gibt dies M3 = (MJ)' , weshalb wir
aus (7.34) die Bedingung

s(m3) = (m3) s (7.35)
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erhalten, MJ ist also eine symmetrische Matrix, die mit
allen symmetrischen Matrizen kommutiert, Damit muss MJ
ein Vielfaches von 1 sein., Dies sieht man so: Ist S
speziell von der Form S = diag. (sl,...,szf); so gibt
(7.35), wenn N:= MJ ist

Nijsj=Nijsi ’ 1<£i,j< 2f ,
fiir beliebige SjsecesSop o Dies ist nur mdglich, wenn N

diagonal ist. Dann wird aber aus NS = (NS)T 3

Nis Sij = Njy 345 »
fir beliebige Sij = Sji o« Dies ist nur mdglich, wenn alls
Diagonalelemente Nii gleich sind, dehe MJ = « c-l'i » oder

m=c 13 . Dies bedeutet nach (7.31)

Shig = o¥ Jog,e.} = °-leij ’

oder
{m o, = ¢l e ;
i? j ij ’
d.h,
0.  E., © =cle
i,k kL J’a {j *
In Matrixschreibweise lautet dies
e 3(0e)T = ¢! 3., (7.37)

Da ¢ ein Diffeomorphismus ist, folgt daraus c # 0 . Ferner

ist Db = (Dql)-l und felglich

o¢ 3(oe)T =c 3. (7.38)
Di . - *)
les impliziert
(o) I =c 3. (7.39)
*) T
Rus M J M =c¢J folgt

mam=c (37 ml3) am=0c3.

(7.36)
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Damit gilt auch

Loxroant = (o0) 2, 500%0) = % 08 se gty g %6 o)
N e
°Ee

c "’*(F,k c—.kec’a)
c ™ F,G6 . (7.40)

Dies beweist (ii) . U

Korollar 1l: Ein zeitabh#dngiger (lokaler) Diffeomorphismus

¢ ist genau dann verallgemeinert kanonisch, wenn

(o:bt)T 104, =c 3, c £0 . (7.41)

Beweis: Ist ¢ verallgemeinert kanonisch, so gilt (ii) wvon
Satz 7.4, Wenden wir dies auf die Komponentenfunktionen X5

an, so erhalten wir

* * = = * =
LoF x; 0 xj’k = '{d'i’thj} c of {"i"‘j} c &5
5
oder
Yi,k Exe 5,0 =C €55 -
Dies ist aber (7.41) in Komponentenschreibweise.
Gilt umgekehrt (7.41), so zeigt die Rechnung im An-

schluss an (7.39), dass auch die Aussage (ii) von Satz 7.4

gilt, Deshalb ist nach diesem Satz ¢ wverallgemeinert kanonisch. (]

Korollar 2: Ein zeitabhdngiger (lokaler) Diffeomorphismus

¢ ist genau dann verallgemeinert kanonisch, wenn

d9;, 6} =c &5y, o4O (7.42)

gilt.

Beweis: Dies folgt aus Korollar 1 und der Tatsache, dass

(7.42) #quivalent zu (7.41) ist., UJ
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Definition: ©Die Untergruppe der verallgemeinerten kanonischen

Transformationen mit ¢ =1 , d.h. D¢t655p(F,FQ), nennen wir

die Gruppe der kanonischen Transformationen.

Die folgende Transformation ("Massstabsdnderung")
q—> g, p —>=Ap, Q#£CO (7.43)

ist verallgemeinert kanonisch, aber nicht kanonisch., Jede ver-
allgemeinerte kanonische Transformation mit c> 0 1lisst sich
als Produkt einer Transformation der Art (7.43) und einer ka-
nonischen Transformation darstellen. Aehnliches gilt fiir c< O .
Deshalb betrachten wir im folgendsn vor allem kanonische Trans-
formationen.

Nach Satz 5.3 ist der Fluss dPt,s zu einem Hamiltonschen
Vektorfeld kanonisch,

Rls Folge von Satz 7.4 haben wir noch das

Korollar 3: Ein zeitabhd@ngiger Diffeomorphismus ist genau

dann kanonisch, wenn
o fr.el = JopF, exc] (7.44)
911t { Tuvaviaus ded Yeissu - awua) |

Bemerkung: In vielen Lehrbiichern wird iibersehen, dass zwar

eine kanonische Transformation ein Hamiltonsches Vektorfeld
wieder in ein solches iiberfiithrt, dass aber nicht jede Trans-
formation mit dieser Eigenschaft (fiir alle Hamiltonschen Vek-

torfelder) kanonisch ist,
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7.3, Erzeugende Funktionen von kanonischen Transformationen

In diesem Abschnitt werden wir die kanonischen Transformationen
in einfacher Weise durch Funktionen erzeugen, Dies hat wich-
tige Anwendungen, z.B. in der Hamilton-Jacobi Theorie (vgl.,
Kap. 9),

Zundchst verallgemeinern wir das Korollar zu Satz 5.5 fir
den nichtautonomen Fall, Wie in (5.72) bezeichne @ die l-Form

8 = Zpidqi 52 (>‘ij dx; Xy o (7.45)

Es sei ¢(x,t) ein (zeitabhidngiger) Diffeomorphismus des Pha-
senraumes und $(x,t) = (#(x,t),t) der zugehdrige zeiterhal~
tende Diffeomorphismus im erweiterten Phasenraum. Wir fassen
auch @ als Differentialform auf dem erweiterten Phasenraum
auf und bilden

0 -Y* @ =/>‘ij dxixj - o\ijﬂ"i,kdxk'f tl’i,t dt) dJJ

= tpidxi + K dt , (7.46)
mit
‘Pi = %ij xj -%k(d’k,i ‘be ’
Kow e XNt by (7.47)

Nun ist nach (7.47) fir konstantes t :

d(midxi) = % (mi,j - mj,i) dxj/\dxi

P85 - 0 18ty ) dxAdg  (7.48)

dehe ®; dxi ist genau dann geschlosssen, wenn ¢ kanonisch
ist. Lokal ist also midxi = dFt genau dann, wenn ¢ kano-
nisch ist, und dies ist gleichbedeutend mit

8 - %8 = dF, + Xdt = dfF + G dt, (7.49)
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wo F(x,t) = Ft(x) und
QW
o= %-FE - N g - B (7.50)
Fir die Form (5.67),

0 =-d@=1%8& dq Adx, = 2 dq;Adp; (7.51)

folgt aus (7.49)
w - 0% = - dG Adt . (7.52)

Hat @ - T*@ umgekehrt die Form (7.49), so ist widxi = dF
und deshalb ist nach (7.48) ¢ kanonisch., Zusammenfassend gilt
der
Satz 7.5: Ein lokaler Diffeomorphismus ¢t(x) ist genau dann
kanonisch, wenn es lokal Funktionen F(x,t) und G(x,t) gibt,
mit

@ - %6 = df +« G dt . (7.53)

Bemerkung: Die Funktionen F wund G in (7.53) sind nicht ein-

deutig bestimmt. Ist & zeitunabhingig, so kann man, wie leicht
zu sehen ist, F zeitunabhdngig und G = 0 wihlen (vgl. das
Korollar zu Satz 5.5).

Wir interessieren uns nun fir die transformierte Hamilton-

funktion K in ¢*XH = X fir eine kanonische Transformation,

K
welche (7.53) erfullt., Dazu driicken wir (7.53) zundchst wie

folgt aus. Es sei y = ¢(x,t) und damit

fkij dxix; - Tkij dy;v; = oF (x,t) + Gdt . (7.54)

Wenden wir diese Gleichung auf (il,...,izf,l) an, so ergibt

sich, wegen
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. oF
fxij Xjx = >\ij Yivi = G+ 3% » (7.55)

wobeil

y = Dyd(x,t) % +‘9t b(x,t) (7.56)

und dF/dt die formale totale Zeitableitung ist (vgl. S. 8%)
Nun erinnern wir daran, dass die kanonischen Gleichungen
als Eulersche Gleichungen zur lLagrangefunktion (vgl. S.{34)
[

L(x,x,t) = A ig %i%5 " H(x,t) (7.57)

aufgefasst werden kénnen. Nach (7.55) ist die dazu trans-
formierte Lagrangefunktion
Tly,y,t) = ..y
mit
H(x,t) - K(y,t) = G(x,t) . (7.58)
(Nach Satz 3.1 gibt dF/dt keinen Beitrag zur Eulerableitung.)
Benutzen wir noch die Folgerung zu Satz 3.2, so ergibt sich,
dass K in (7.58) die neue Hamiltonfunktion ist. Wir halten

dieses Resultat fest.

Satz 7.6: Es sei H eine (zeitabhingige) Hamiltonfunktion

und @, (=6 - Hdt ., Ein lokaler Diffeomorphismus d{(x,t)

H
ist genau dann kanonisch, wenn es zu jedem H Funktionen F,
K gibt, so dass gilt:

8, - 0%, = dF . (7.59)

K 1ist die transformierte Hamiltonfunktion, d.h. B8s gilt

by Xy = X o (K ist nur bis auf eine irrelevante additive

Funktion der Zeit bestimmt.)

In der (q,p)-Notation lautet (7.59)

zf p; da; - H(q,p,t) dt = 2 P,dQ, - K(Q,P,t)dt+dF . (7.60)




Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir daraus

<4 |
Py = 2 Py k . 2F | © (7.81)
K @q; g,
> @4 ar
- - P 55, =°pi , (7.62)
@A
K(@,P,t) = H(a,p,t) + 2+ (a,p,t) +D P, == . (7.63)

k

Bemerkungen: Eine kanonische Transformation bestimmt nach

(7.61) und (7.62) die Fﬁnktion F bis auf eine additive
Funktion Ff(t). Ist umgekehrt eine Funktien F gegeben,

so konnen wir (7.61) und (7.62) als Differentialgleichungen
einer kanonischen Transformation auffassen, Eine Ldsung die-
ser Differentialgleichungen ist nach Satz 7.5. eine kanonische
Transformation, weil sich immer ein G finden l&sst, so dass
(7.53) erfillt ist. Die Ldsung dieser Gleichungen ist aber
nicht eindeutig. Mit anderen Worten: Verschiedene kanonische
Transformationen fihren zum gleichen F. Die Funktion F in

Satz 7.5 nennt man erzeugende Funktion, obschon zu jedem F

eine Klasse von kanonischen Transformationen gehort,.

Kanonische Transformationen 1. Art

Wir betrachten nun eine zeitabhdnge kanonische Trans~
Formation ¢, : (q,p) += (Q,P), welche die Eigsnschaft hat,
dass die Transfopmationsgleichungen Oi= Qi(q,p,t) nach Py
aufgeldst werden kodnnen: p; = mi(q,D,t). Kanonische Trans-
formationen mit dieser Eigenschaft bezeichnet man von 1, Art.
Wir definieren dann zu einer erzeugenden Funktion F :

Fl(Q9uat) = F(Q,’Q(Qouyt),t) . (7.6&)
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Aus (7.60) ergibt sich
- 0F, QF

1
> p;da; - Hdt = P.dQ, -Kdt +.2 (E da, T, da; )
F
+ "T% dt . (7.65)
Daraus folgt
F F
Pi =e5a(0,0,8) , Py = —sp(a,0,t) (7.66)
1 1
und
“F,
K(Q,P,t) = H(Qrpvt) "'ET'.E'(QvQ,t) J (7‘67)

Die Gleichungen (7.66) definieren die kanonische Transforma-
tion. Zu jeder kanonischen Transformation 1, Art gehdrt eine,
bis auf eine additive Funktion der Zeit, eindeutige Funktion
F, . Da sich aus der 1. Gleichung in (7.66) die Q; eindeu-

tig nach g , p und t aufl@sen lassen, muss gelten
2
Q

F
det (QW]'Q:) #0 . (7.68)

Umgekehrt sei Fl(q,Q,t) eine Funktion, welche (7.68) erfiillt.
Dann definieren die Gleichungen (7.66) eine kanonische Trans-
formation 1. Art, Die letzte Aussage ergibt sich daraus, dass
dann sin F existiert, welches (7.64) geniigt, und dieses F
erfiillt wegen (7.65) die Gleichung (7.53) von Satz 7.5 mit

einem geeigneten G ,

Die erzeugenden Funktionen Fl(q,Q,t) klassifizieren also,
im wesentlichen eindeutig, die kanonischen Transformationen

l, Art.

Natirlich ist nicht jede kanonische Transformation vom
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Typ 1. Z.B. ist Q =g, P = gq+q kanonisch (die Poisson-
klammern bleiben invariant), aber q wund Q sind nicht

unabh&ngig.

Kanonische Transformatiocnen 2., Art

Sind g wund P wunabh3dngig, so sagen wir, die Trans-

formation ist 2, Art, oder vom Typ 2. Sind hingegen die p

und Q wunabh&ngig, dann sprechen wir vom Typ 3 und bei un-
abhdngigen p wund P vom Typ 4. Das eben besprochene Bei-
spiel ist gleichzeitig vom Typ 2,3 und 4.

Fir jeden Typ kann eine erzeugende Funktion definiert
werden. Wir betrachten als Beispiel nech Typ 2. Sei

¥ (a,P,t) = F(a,p(q,P,t), t) (7.69)
und

Fpi=Fy + 22 0P, , (7.70)

dann folgt aus (7.60)

o

od, ?a,
Zpidqi-Hdt Zp (r dq +(5-p—i— dpi + (-TE) - Kdt + d?’)z

Aber

~ 0q, Qa, My
dF, = dF, -2 Q,dP, > p (q-— dq. +(3-— dPi+ =) -
k
Deshalb ergibt sich
. ) ~rF, QF, 1
> pida,- Hdt == ’ﬁ—i da; + zp= dP; - 0,dP;
oF

Daraus folgt

F
(a,P,t) , 0, =;§—p—?-(q,P.t) ) (7.71)
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F
K(Q’pyt) = H(Q;p,t) + %—% (q’p,t)' (7072)

In den Uebungen werden wir auch fir Typ 3 und Typ 4
analoge Formeln herleiten,
Neben den vier betrachteten Typen von kanonischen Trans-

formationen gibt es noch gemischte Typen, bei denen jeder Frei-

heitsgrad irgend einem der vier Typen angehdrt,

Wir nennen eine elemsntare kanonische Transformation

eine kanonische Transformation, bei der eine Anzahl n der
Paare (qi,pi) gemdss Q;, = p,, P, = - g, ersetzt werden
und die Ubrigen unberihrt bleiben, Nach dem oben Ausgefiihrten

ergibt sich unmittelbar der folgende

Satz 7.7: Jede kanonische Transformation kann als Komposi-
tion einer elementaren kanonischen Transformation mit einer

Transformation vom Typ 1, welche gemiss (7.66) durch eine

erzeugende fFunktion bestimmt ist, dargestellt werden.

Bemerkung: Die kanonische Transformation (ql,qz,pl,pz) —

(ql,pz,pl - q2) ist von keinem der vier Typen,

Bis auf triviale ("permutationsartige") Transformationen
konnen wir also alle kanonischen Transformationen durch Funk-

tionen erzeugen,
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Kapitel 8, Symmetrien und Erhaltungssitze

Der Zusammenhang zwischen Symmetrien und Erhaltungssitzen
wurde bereits im Lagrangeschen Formalismus diskutiert (siehe
S 3.4)., Dieses Thema wollen wir Jetzt in der kanonischen

Mechanik wieder aufnehmen.

8.1 Integrale der Bewegung

Der Einfachheit halber betrachten wir zundchst nur
autonome kanonische Systeme. Jeder C°° - Funktion G ordnen
wir, wie immer, ein Hamiltonsches Vektorfeld XG = J grad G -
zu, Der zu XG gehdrige Fluss 4)5 ist nach Satz 5.3 eine
lokale l-paramstrige Gruppe von kanonischen Transformationen,
Umgekehrt gehdrt zu einer (lokalen) einparametrigen Gruppe
von kanonischen Transformationen ein Vektorfeld, welches nach
Satz 5.3 (lokal) Hamiltonsch ist. Die zugehtrige Hamiltonfunk-
tion, welche bis auf eine irrelevante Konstante eindeutig ist,

nennenyui:»die erzeugende funktion der l-parametrigen Gruppe

van kanonischen Transformationen.,
Zundchst erinnern wir an die Liouvillesche Gleichung.
Es gilt fir die zeitliche Aenderung von G unter der Dynamik,

welche zu H gehédrt:

d H
st 6odl =3¢

(8.1)

{ G odl, H} . (8.2)

]
o
>
o
o
& I
]
&
o
-
x
o’
o
o+
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Wir nennen G ein autonomes H-Integral, falls

G ocﬁ:;’ = G gilt, fur alle t ., Nach (8.1) folgt dann

DX G = 0, (8.3)

H

und umgekehrt impliziert diese Gl. nach (8.1), dass G oc{‘)E
unabh&ngig von t ist, Also gilt G 04?? =G ,

Nach der Definition der Poisson-Klammer ist (8,3) #qui-
valent zu

{G,H} =0, (8.4)
Dies wiederum ist dquivalent zu 4;H,GE =0, was (wenn wir
in der obigen Kette - mit G <> H - riickuérts gehen) &#qui-
valent ist zu Dy H =10 &=> Hobl =,
G

Diese in G wund H vdllig symmetrischen Aussagen

wollen wir im folgenden Satz festhalten,

Satz 8.,1: Es seien G,H zwei differenzierbare Phasenraum-

. G H . . s
funktionen und Cb £ 9 bzu.c{:?t die Flisse zu den zugeh&ri-
gen Hamiltonschen Vektorfeldern XG und XH . Dann sind

die folgenden Aussagen &dquivalent:

(i) Dy G =0,

H
(ii) G ol
(ii1) L omHp=0,
(iv) Dy, H =10,

G g
(v) Hod

(vi) {H,G}

Dies besagt in anderen Worten: G ist ein Integral der H-

G fir alle t ,

H fir alle t ,

0.

Evolution genau dann, wenn H wunter der durch G erzeugten

l-parametrigen kanonischen Transformationsqruppe invariant ist.
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Korollar: Sind F wund G autonome H-Integrale, so ist
auch {;F,G} ein autonomes H~-Integral.,

Dies folgt unmittelbar aus der Jacobi-Identitdt, oder
aud der Derivationseigenschaft (7.,19) fir DXH .

Mit anderen Worten: Die autonomen H-Integrale bilden
eine Liesche Unteralgsebra von (C% (M) ’A,"'k ). Natiirlich

ist aufgrund von {'H,H& = 0 1insbesondere H ein autonomes

H-Integral (Energiesatz).

8.2 Galileiinvarianz und die zehn klassischen Erhaltungssitze

Als Beispiel dieser Zusammenhinge betrachten wir noch-
mals die zehn klassischen Erhaltungsgréssen fiir ein N=Teilchen-

system mit Phasenraum M (:116N und der Hamiltonfunktion

H(ﬁl"¢°9 E-N ’ El’.'.’EN) .

a) Translationsinvarianz und Impulserhaltung

Die l-parametrige Gruppe von Translationen in Richtung a
[bs : (ﬁvE) —> (_i + sa, E) (8.5)

ist kanonisch., Das zugehdrige Vektorfeld ist

d
Sol eco(xp*saseeeixyrsanyseenypy)

]

X(x,p)

= (2,00.,2, 2,000, 9_) .
Dieses ist, wie wir wissen Hamiltonsch, d.h, von der Form

- x Q8 _%g) ) (8.6)

G=
Die erzeugende Funktion G ist offenbar

N
G=pa, P= =.p;. (8.7)

i=1
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Nach Satz 8.1 ist H genau dann translationsinvariant,

wenn der Gesamtimpuls P e8in H~Integral ist,

b) Rotationsinvarianz und Orehimpulserhaltung

Die l=-parametrige Untergruppe o — R(g,a) van
Orehungen um e (le( = 1) mit dem Drehwinkel « (vgl,
(2.65)) induziert die l-parametrige Gruppe von kanonischen
Transformationen

b, (x,p) == (R(e,a)x, R(e,a)p) (8.8)
des Phasenraumes, Da nach (2.65)

d
g Rlesa)x] = eax
xX=0

ist, induziert ¢a das Vektorfeld

X(x,2) = (eAx, eAp) .

Dieses ist von der Form (8.6), mit der erzeugenden Funktion
N

G =gl , L:= E X;AB; o (8.9)

i=1

Nach Satz 8,1 ist H gQenau dann rotationsinvariant, wenn der

totale Drehimpuls L ein H-Integral ist.

c) Zeitliche Translationsinvarianz und Energiesrhaltung

Um den Energiesatz in das richtige Licht zu stellen,
missen wir fir einen Moment nichtautonome Hamiltonsche Systems

zulassen, da wir fir dies zeitliche Translationsinvarianz nicht
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das obige Schema benutzen kdnnen.

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) H(x,p,t+s) = H(x,p,t) fir alle t,s

(zeitliche Translationsinvarianz),

(11) R =0,

> 9

(iii) 3

pars

H ]
Hoc&;t,s=0 (h=0).

Dies ergibt sich aus (7.3):
i= {nnl + 28, (8.10)

Falls eine der drei dquivalenten Bedingungen erfiillt ist,

ist H invariant unter d?: (Fluss zu XH) .

d) Galileiinvarianz und Schwerpunktssatz

Schliesslich betrachten wir spezielle Galileitrans-
formationen x = x + vt (vgl. éél.f). Diese induzieren

im Phasenraum die folgenden kanonischen Transformationen:

X. F—>= x! = x. 4+ vt
=i =i =i -
B; Y= B =p; + MV . (8.11)

Fir festes t ist deshalb

by 2 (x55p;) V> (x;, + syt, p; + sm,y) (8.12)

eine l-parametrige Gruppe von kanonischen Transformationen
mit dem Hamiltonschen Vektorfeld

Xg = (vt , m; v) . (8.13)

Die erzeugende Funktion G ist
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, A=tpP-mXx, (8.14)

A
wobei M= 2 m , X=m1Zm x, . Tatsdchlich ist
2

(1-_/_-'\_) =M.,V o

X . i=
DX

Da es sich bei (8.11) um eine zeitabhZngige kanonische

Transformation handelt, k&nnen wir Satz 8,1 nicht direkt an-
wenden. Um die transformierte Hamiltonfunktion zu bestimmen,
stellen wir zundchst fest, dass (B8.11) durch die folgende er-

zeugende Funktion vom Typ 2 gemé&ss (7.71) bestimmt wird:
N N

[ Mm 2
S(x,p,t) = Eii X;0p! 4+ V- Ezl (E{t - mixi) -z vt (8.15)
In der Tat gilt
D5 _ _, @ s \
S TR TmMY =Ry FHpr T X vyt =xi; o
-] 2 R

Die transformierte Hamiltonfunktion K ist nach (7.72) be-
stimmt durch

K(x', p's t) = H(x, B, t) + 222 (x, p'% ) , (8.16)

wobei die gestrichenen und die ungestrichenen Grossen geméss

(8.11) zusammenhéngen.,

Beispiel: Fur die Hamiltonfunktion

2

N B

H = i, 20 v, (Ix- x) (8.17)
% 2ml i< 1J =t —‘J‘

stimmt K mit H Gberein: Nach (8.16) und (8.11) gilt ndmlich

K(x'yp'yt) =;§: 5%7 (E'i- mi!_)2 + >, Vij(\xi- x3\)

i i i<

12
=2 7:,—1—- + Z Vs 5 (Ix";- .&'jl) .

i 1 1<
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Wir zeigen nun: Wenn ein translationsinvariantes H

unter speziellen Galileitransformationen invariant ist,

so ist die Schuerpunktsverschiebung

A=t p-mnmx

(8.18)

(P: Gesamtimpuls, X: Schuerpunktskoordinaten) zeitlich

konstant (Schwerpunktssatz).

Um dies zu beweisen, fiihren wir eine kanonische Trans-

formation auf Jacobi=-Koordinaten durch.

definiert:
g1 = X7 X
B, = x5 - (myx)+myxy)/my+ my)
N-1 N-1
§N-l = Xy “Zl m %5/ ZL "3
i= i=

N
gN = -X- = iE—l mi ii/ M Iy

Diese sind wie folgt

—Lrl = (mlEZ— mZE'l)
Ty = Unpemydpg- m5(py+ 8,)1/Gyemyensy)
_ N-1

N-1
HN-l = [(= mi) By = My ;%Z% B 1/m

i=1

(-
Il

1=
Mz

n =2 B -

i=1

n

Man verifiziert leicht, dass die E,;,TT,

(i = 1,...,N) die

Bezieshungen (7.9) erfiillen. Deshalb ist die Transformation

auf Jacobi-Koordinaten (nach Korollar 2 auf p, 2° ) kanonisch.

Wenn H gegeniber rdumlichen Translationen invariant

ist, so ist H 1in den Jacobi-Koordinaten nur eine Funktion
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H(E seees S yoys W yseeesTyst)e Nun ist nach (8.11), (8.16)

und (8.15)

1 ] 1 1 - 1 1 1 { {
K(—%l,...,g, N? T e esT N,t) = H(%& 1,"”% N-l’&""lu-\ﬁ:‘g“%‘kv

-—

+ Vet - % veo. (8.20)

Damit K dieselbe Funktion wie H ist, muss folgendes gel-
ten, wie man durch Differentiation von (8.20) nach v an
der Stelle v = 0 sieht:

Ty =mn %ﬁ (El,...gN_l,T_[‘l,...,T_\‘N,t) . (8.21)

Dies zeigt, dass H die folgende Form hat

_ 2
H=Ty /7 2m+ Ho (B 00, By ) T eee, Ty t) - (8.22)

Fur die Schuwerpunktsverschiebung (8.18) ergibt sich

A= £ e oH
A= tTo, +[\‘N-M§N —EN-NQM—U, (8.23)

Dabei haben wir die kanonischen Gleichungen

=N TaEy T N Ty

x

o,

sowie die Folge (B.2l1) der Galileiinvarianz verwendet. Man
sieht ausserdem lsicht, dass die spezielle Galileiinvarinz
(8.21) fiir H , die Form (8.22) von H , sowie A = 0 paar-
weise dquivalent sind. Damit ist die Behauptung bewiesen.
Falls alle zehn Erhaltungssdtze fir ein Hamiltonsches

N-Teilchensystem erfillt sind, muss nach dem Ausgefiihrten H

die folgende Form haben.

H(E,T) =12N/2m s H g (Free, By 1 Tees, Ty 1)) (8024)

mit der Eigenschaft
Hogy (REyseee Ry _1) = H 1 (Epyees, Ty ) fiir alle RES0(3),
' (8.25)

Umgekehrt, hat ein H dieser Form die zehn klassischen Inte-

grale der Bewegung.



- 225 -

8.3 Liesche Gruppen von kanonischen Transformationen

Wir beginnen mit einem Beispisl. Fir ein Hamiltonsches
N-Teilchensystem operiert die Drehgruppe S0(3) in natiirlicher

Weise im Phasenraum M < TEN gemidss:

Res0(3) \——>TR : (x,p) —> (Rx,Rp) . (8.26)

Diese Operation ist kanonisch (benutze das Korollar 2 auf
p. 205).
Zu jeder l-parametrigen Untergruppe R(e,®) ist die

infinitesimale Erzeugende nach (2.67)

d
de R(E.rq') = 1.8 | (8.27)

=0

mit den drei Matrizen I in Gl. (2.68)., Durch direkte Rech-

k

nung findet man sofort die Vertauschungsrelationen

[1,, 1.] =Zk. E g 1

J k

oder, anders- geschrieben,

(8.28)

(L-ey, L-g,] = 1.(gae,) « (8.29)

Die l-parametrige Untergruppe R(e,®) von S0(3) induziert

die l-parametrige Gruppe o t—»C van kanonischen

R(Ev ‘P)
Transformationen des Phasenraumes. Das zugehdrige Hamilton-

sche Vektorfeld ist nach (8.9) gleich X Der infinitesi-

a.L *
malen DOrehung 8.1 entspricht also in natiirlicher Weise die
Funktion @e.L auf dem Phasenraum, Eine direkte Rechnung der
Poissonklammern der Orehimpulskomponenten liefert das Resul-

tat (vgl. Uebungen)

—{Li, LJ.} =Z; £ L (8.30)

)

oder
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{L.-P.lv L'E,_E = Le(giAe,) (8.31)

Die Vertauschungsrelationen (8.28) der infinitesi-
malen Drehungen wiederspiegeln sich also in den Poisson-
klammern der Drehimpulskomponenten. Wir wollen im folgenden
den allgemeinen Sachverhalt aufdecken, der fir diesen Zusam-
menhang verantwortlich ist, Eine ganz analoge Situation werden
wir in der Quantenmechanik wieder antreffen. [Fir die meisten
Zuhtrer wird es im folgenden geniigen, die Resultate (ohne Be-
weise) zur Kenntnis zu nehmen. Die minimalen gruppentheoreti-
schen Hilfsmittel, die wir im folgenden bendtigen, werden im
Anhang II entwickelt,]

Es sei G eine lineare Liesche Gruppe, welche durch
kanonische Transformationen auf dem Phasenraum M operiert,
deh. es existiere eine differenzierbare Abbildung ‘C : GxM —e 1M ,
mit (vgl. Abschnitt 9 von Anhang I1):

(i) T'Cglo'ng = Tglgz , Tg(x):= T (g,x)

(ii) _ = 1d, e: Einselement von G
e
(iii) rC9 ist kanonisch,

Zu jedem Element X der Liealgebra gz von G betrachten wir
die l-parametrige Untergruppe g(s) = exp(sX) von G . Dann
ist “Cg(s) nach (i) - (iii) eine l-parametrige Gruppe von
kanonischen Transformationen des Phasenraumes. Das zugeh@rige
Vektorfeld bezeichnen wir mit X* ., In Anhang II (Abschnitt 9)
wird gezeigt, dass die Zuordnung 9 $ X —o - X¥*¥ ein Lie~-
algebren~Homomorphismus ist, Da G kanonisch operiert, ist

X* (lokal) ein Hamiltonsches Vektorfeld (Satz 5.3). Das Vektor-

feld X¥ hat also die Form XF = J grad F ,
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Wir nehmen fir einen Moment an, die Operation von G

sei zeitunabhdngig. Wir nennen G eine Symmetriegruppe, wenn

W;g die Hamiltonfunktion des Systems invariant lidsst:
H o‘tg = H fur alle geG . (8.33)
Dies gilt dann insbesondere fir eine l-parametrige Untergruppe

g{(s) von G und folglich haben wir

5 Mg ey (x)) =0t Lrul =0, (8.34)

dehe F ist ein Inteqral der Bewsqung. Zu jedem Element der

Liealgebra qg gehdort demnach ein Integral der Bewegung.
Wir kehren zur allgemeinen Situation zurick und nehmen
an, dass M zusammenhingend ist. Fiir die C® -Funktionen iiber
M betrachten wir die Aequivalenzrelation F~n,G &= F - G = const,
Es sei & (M) = C*® (M)/~u . Jedem Xefg entspricht dann ein
fir jedes FG(F\" . Die Zu-

(4%}
eindeutiges FedF (M) mit X* = X

F

~J

ordnung X ¥t F bezeichnen wir mit ¢ .

Den Raum EF(N) versehen wir mit der Struktur einer Lie-
algebra durch

&N ) St ~J ~J

[¥,% := {r,6Y , re¥, ce¥. (8.35)
Die Definition ist natiirlich unabhdngig von der Wahl der Re-
prasentanten. Nun gilt der

Satz 8.2: Die Abbildung ™ QI—»:&:(M) ist ein Liealgebren

Homomorphismus,
V] o A0
Beweis: Es sei O(X) =F , Q(Y) =G und &([X,Y]) =K .
no ) oy
Fir Reprdsentanten fFeF , GEG , KEK gilt dann Q(X) =
Xop(==x*¥) , Q(Y) =X_g, @([X,v]) = X_ . Da p ein Homo-

morphismus ist, haben wir mit (7.18)



- 228 -

>
4

~K ?([X,Y]) = [Q(X).g (v)1 = [X-F’ X-G]

= X-{f,sg .

Dies zeigt, dass K und JZF,G} in derselben Klasse sind,

d.h.
~ N v
K =« ([x,v]) ={rc} = (7T = [cx),s(MI1. O
Wir halten nochmals schematisch die Definition - von
fest:

.. %
exp(sXx) , W:g(s) definiert X¥* ,

xe® , a(s)
* = X

X , X —e F , (8.36)

F

Nun sei Xl,...,Xn eine Basis von qg . Dann gilt
k k k
[xi,xj] = :2; Cij X » Ci;=-C5 - (8.37)

Die Konstanten CEJ sind die Strukturkonstanten der Liealgebra

qg (oder der Gruppe G) relativ zur Basis X1seeesX o Nun sei
I
CT(Xk) = F, ; dann gilt nach Satz 8.2

A N k N
[Fi, Fj1 = LEEI C5 5 Fie - (8.38)

Daraus ergibt sich fir die Poissonklammern von Reprédsentanten
e
i€ Fy

_ :Ez k
LJLFi, Fjlk = < cij Flo + a; ; (8.39)

(Beachte, dass X

X¥ ist.) Die Konstanten 3 j sind

F.
i
nicht unabhdngig voneinander., Da die Poissonklammer schief

ist, folgt zunachst aij = - aji o« Aus der Jacobi-Identitat
erhdlt man faerner

k k k
%;(cij g+ Cjeaik + Cps ajk) (8.40)

]
o
.
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Im allgemeinen kann man die Koeffizienten aij nicht durch

eine andere Wahl der Repriasentanten Fi von ?1 zum Ver-

*)

schwinden bringen. Dann spricht man von einer projektiven

Realisierung der Liealgebra eg im Raume der Coo - Funktionen
iiber dem Phasenraum. Eine ganz analoge Situation trifft man

in der Quantenmechanik,

Wir spezialisieren nun die obige Diskussion auf die
folgende wichtige Situation., Der Phasenraum M ssi M = N x FEF,
wobei N C ﬁZF daer Konfigurationsraum ist. Jeder Transformation
w: g > u(q) des Konfigurationsraumes kdnnen wir die folgen-
de kanonische Transfaormation T*(p) des Phasenraumes M zu=-

ordnen:

*(8): (a,0) —= (o(a),[(00)T T4 0p) . (8.41)

(Diese ldsst sich geometrisch deuten.) In Komponenten geschrie-

ben: Sei ¢ = (ml,...,mf) und T*(e¢)(q,p) = (g,p), so gilt

- 9, -
q; = #;(a) , p; = qu‘ai:(q) Py - (8.42)
J

[Die P; transformieren sich kontragredient zu den ai bei
der Tangentialabbildung T(®).] T*(e) ist eins kanonische
Transformation. Dies sieht man daraus, dass sie aus der fol-

genden erzeugenden Funktion 2. Art entsteht:

s(a,8) = 2, w;(a) B, (8.43)

J )
J

*)

Fur eine vertiefte Diskussion sighe: Abraham + Marsden,

"Foundations of Mechanics", Benjamin 1978, & 4.2,
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Tatsdchlich stimmen die Gleichungen

pf%ié , qQ; =ebia:,;is- (8.44)
mit (8.42)iiberein, Man verifiziert leicht die Kompositions-
regel

T*(pod) = T*(e¢) o T*(o) . (8.45)

Ist speziell L der Fluss zu einem Vektorfeld X
auf N , dann ist T*(wt) nach (8.45) eine l-parametrige
Gruppe von kanonischen Transformation des Phasenraumes, Des-
halb ist T*(mt) der Fluss zu einem Hamiltonschen Vektor-
feld, welches wir mit T%*(X) bezeichnen. Die zugeh&rige
Hamiltonfunktion bezeichnen wir mit H, . Wir wollen T*(X)
und HX explizit bestimmen,

Dazu differenzieren wir die Gleichungen (B8.42) - mit

¢® durch mt ersetzt - nach t an der Stelle t =0 . Wir
erhalten (Xi seien die Komponentan des Vektorfeldes)
®9; ‘. (a)
T |, - e
= X, P,
O 1 # p' + (-B t ]
J i t=0
~2%:(q) |
doh. T*(X) = ;(a), - = =4 . p.). (8.46)
1 j Ta; J
Die Hamiltanfunktion Hx dieses Vektorfeldes ist
F
Hy = §: Py Xi(q) . (8.47)
i=1

Operiert nun allgemeiner eine (lineare) Liesche Gruppe

G auf dem Konfigurationsraum, g h—ﬂ-:cg , dann gehdrt dazu
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die kanonische Operation

g = TX(T )
auf dem Phasenraum. Jedem Element §£ der Liealgebra(gr von
G wird ein Vektorfeld Xg = E* des Konfigurations-
raumes zugeordnet., Wir wissen, dass diese Zuordnung ein

Antihomomorphismus ist,

(Xg > xl] = - x[g)“ . (8.48)
Die Hamiltonfunktion des Hamiltonschen Feldes T*(X§) be-
zeichnen wir mit JG%),
(L) = ng . (8.49)

Wir zeigen anschliessend durch eine direkte Rechnung, dass

allgemein fir (8.47) folgendes gilt

{Hx, HY} = - H[X’Y] . (8.50)

Zusammen mit (8.48) und (8.49) folgt daraus

1), 3 & ={HX§, H Xﬁ}z “ iy X‘E - Hx[gn]
= J([‘EJL])
d.h. l —{3(2), J(%)\S— =3(lg,% 1 . (8.51

Beweis von (8.50): Nach (8.47) ist

Lier k= dp xom sk - %(pkxk)%ai—(pjvj)

Q_ AR
g (k) FoyYy) = py s Vi - %Ry

1
DY, DX,
R R R e oo Bl P D

= - H[X,Y] .
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Man mache sich klar, dass die Beziehungen (8.28) und
(8.30) unter dieses Schema fallen. Im Unterschied zu (8.39)

treten in (8.51) keine Konstanten auf.,

Beispiel. Kanonische Formulierung von klassischen Spinsystemen

Der Phasenraum eines klassischen Spins (Vektor mit L&nge 1)
ist die 2-Sphdre 52 mit der symplektischen Form o = dgadp ,
wobei q =9 , p = cos< (ar, w: Polarwinkel). 50(3) opsriert
in natirlicher Weise auf 52 und ldsst dabei o invariant,
denn o ist die Volumenform auf 52 « Deshalb ist die
Gruppenoperation symplektisch (vgl. Satz 5.5),

Wir besstimmen nun nach dem Schema (8.36) die Hamilton-
funktionen zur Gruppenaktion., Zunichst betrachten wir die
Orehungen um die z-Achse: (q,p) t—w (q+t,p) . Das Hamil-

tonsche Vektorfeld I¥*, ist also I*, = (1,0), d.h.

3
¥* - i = -
I*, x53 mit S, P . (8.52)
Nun bestimmen wir die ibrigen Komponenten von 5i in Ifi = XS
i

Die Richtungsableitung des Vektorfeldes (l-g)* ist in Car-
tesischen Koordinaten gleich

d

KT F(R(e,o)x) = T Ff.(aAax) = e-(xAT) F .
=0 _
Speziell
Dfi £ = (xzrb - x 2 ) f

Cr o= (x (O Ny
i F = (g %, T xl‘gi;i) F .
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In Polarkoordinaten ist dies (Uebung, vgl. auch amI1)

©
n

- 8in 0 - ct B‘ cos @ (b
If ® O g TSE;
I; cos ¢ ;%x; - ctg %% sin ¢ ;icp

D x = 3%-5 . (8.53)

)
il

Alsoc ist z.B.

¥ = ( - J—E—T cosq \Jl-p2 sin q ) .
1-p

Offensichtlich gilt

I¥ =X , S, = \}l-p2 cos q . (8.54)

1
Analog findet man
V 2
* = = - i
1% xS2 , s, 1-p© sin g . (8.55)

Nach dem allgemeinen Resultat (B8.39) muss fir die Spinkom-

ponenten gelten:
X‘si, sj'k = € S . (8.56)

Hier treten keine zus&tzlichen Konstanten auf, wovon man sich
leicht Uberzeugt.
Wadhlen wir als Hamiltonfunktion fiur die Bewegung eines
Spins
H o= - wes (8.57)
so ergibt sich als Bewegungsgleichung fir die Spinkomponenten

S, ¢
J

éi - {,si, HY = - ¥ ] s;, sj'§ = - E vy 5
d.h.

S = SA®W. (8.58)
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Nun betrachten wir eine lineare Kette von Spins §‘[ ’

leZ s Mit periodischen Randbedingungen nach N Spins
(§Q+N =S ) . Wir k6nnen uns auch vorstellen, dass N
*)

Spins regelm#ssig auf dem Kreis Sl angeordnet sind,

Als Hamiltonfunktion widhlen wir
PRI TN

g T T3 mp =35y v Sp,) -

(8.59)

Nach (8.58) befolgen die Spins Sg die folgenden gekoppelten

nichtlinearen Bewegungsgleichungen:

Sp =+ SpA B, =J .S_J_/\ (él_—l+ §-€+l ) - (6.60)

Diese Gleichungen sind fir uns zu schwierig. Wir untersuchen
lediglich den Fall, wo die Spins fast vollstidndig in der
(=z)-Richtung ausgerichtet sind (tiefe Temperaturen). Es
sei also fir alle Qéz
X z Xy 2 2
LSy 1 [si|<< lsg| = \/1-(5 )= (sY)< . (8.61)

Dann sind Sz und Si von l, Ordnung klein, Sz weicht
aber erst in 2. Ordnung vom Wert - 1 ab, Die linearisierten

Beuegungsgleichungen>(8.60) lauten deshalb

55 =- 1302 5{2'5)@_1‘5@1]
Y _ X X X
S = 312 $p - Syoq - S,e+1] (8.62)
2 = g
g— .

Die z-Komponente jedes Spins bleibt also wdhrend der Bewegung
konstant. fFir die beiden srsten Gleichungen setzen wir Bloch-

Wellen an:

*)

Der zugeh&rige Phassnraum ist Szx...x 52 (N mal) und die
symplektische Form ist of fensichtlich,
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Sz g% Bi(kQ-mt)
% = ¢ gi(kl=ot) (8.63

mit noch unbekannten Amplituden S% ’ sY ’ Wellenzahlen k
und Frequehzen o . Die Wellenzahlen k kann man auf die

erste Brillouinzone

-r<ck<gx (8.64)
beschrénken und wegen der Randbedingungen §B+N = QQ
(N = gerade) gilt:

N =2¢n, ne {051, + §}. (8.65)
Da N belisbig gross gewidhlt werden kann, darf k als
kontinuierliche Variable behandelt werden. Einsetzen von
(8.63) in (8.62) gibt die beiden homogenen linearen Gleichungen

ies*-gsY = 0

B8s*+ins’ = 0 , (8.66)
mit

B =23 (l-cos k) .

Diese haben nur nichttriviale Ldsungen, wenn die Determinante

[ io - B >
B im

verschwindet. Aus dieser Forderung ergibt sich das Disper-

. : 2 2 . e
sionsgesetz o” =B~ , d.h., wenn wir nur positive o zu-

von

lassen,.

w =223 (1l - cos k) . >'(8-57)

Dieses beschreibt, wie die Frequenz vom Wellenvektor k &

(- x, x ] abhdngt., In der Nihe von k = 0 gilt o~ 3 k2.

Einsetzen von (8.67) in (8.66) gibt das Amplituden-
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verhdltnis

s =1 s"

1S = 1sX| = s*, (8.68)
‘ X y . . +
dehe S und S’ sind vom gleichen Betrag S und um

- x/2 phasenverschoben. Jeder Vektor éQ prdzedisrt um
die (-z)=-Achse mit der Frequenz w , wobei die Amplitude
5T konstant bleibt. Wegen

= 8% etf sY., = 5% e'¥ (8.69)

b

s€+l
sind zwei benachbarte Spins in ihrer Prizession um den Win-
kel = k gegeneinander phasenverschoben.

Der Neigungswinkel § zwischen Nachbarspins ist dann

gegeben durch

Ny L. Lkl
sin 7 = S sin =
s0 dass
cosT =1 - 2 (S'L')2 sin? E . (8.70)

Fir Weiterfihrungen der Spinwellen-Theorie verweise

ich auf Festkdrperbiicher.

8.4 Projektive Realisierungen der Galileigruppe

Wir bestimmen zundchst die Liealgebra der Galileigruppe, so-
wie deren Strukturkonstanten fir eine geeignete Basis, Die
Galileigruppe Gt kdnnen wir nach & 1.2 (p. A4 ) mit der

Grupps aller 5x5 Matrizen der Form
R v a

a(R,v,a,s) = {0 1 s , RE& s50(3), - (8.71)
0 0 1



- 237 -

idenzifizieren: g(R,v,a,s): (x,t) +—s (Rx+vtea,t+s) .

Wir erhalten die folgende Basis der Liealgebra §§ van Gt :

Ik 0
jlk = — : infinitesimale Drshungen
0 4] '
0 Lo 0 1 0 -
. o a LN a 4 -
a = —_— , = , =
1 0 | o 2 0| o 3 0 0

¢ infinitesimale spezielle Galileitransf,,

‘oo .o
0o | 1 0 |t}
1T 2 T (- 0 ’ 0 E 0 l 0
infinitesimale Translationen,
h = infinitesimale Zeittranslation.

(8.72)

Die zugehdrigen Vertauschungsrelationen kann man einfach be-

rechnen, Das Resultat ist:

[ti,rj] = 0 [‘i’gj] =£ijk T

[x;,2;1 = o [Qi,@j] =£; 5 4,

[a;,a,1 = 0 [a;,0;) = 1 k%

[a;,h 1 =« h, 1= 0.

[ti,h] =0

[h, h] = 0 (8.73)

Nun betrachten wir ein galileiinvariantes System. Dies be-

deutet, dass die Galileigruppe

auf dem Phasenraum ka-

!

nonisch operiert: g F—&»"Lg (vgl.(8.32)). Zu den Basis~

elementen -{Xik = {i@_, a, x, h}— gehdren gemiss (8,36)

Funktionen Fi mit X, = X o Wir wissen, dass die Lie-

i F.
i
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produkte der Vektorfelder X-F ebenfalls die Relationen
i

(8.73) erfillen. Dasselbe gilt nach (8.39) fir die Poisson-
klammern der Fi sy bis auf additive Konstanten,

Die Fi interpretieren wir auf Grund der Ergebnisse
von Abschnitt 8,2 als die 10 klassischen Integrale:

ﬁk—»-Lk,rk—-.» Pk,ak——-»Ak,h—-p--H (8.74)

Das Minuszeichen bei H entspricht der Tatsache *), dass die
l-parametrige Untergruppe exp(sh) = g9(1,0,0,s) durch 4>_s ,
und nicht durch 433 dargestellt wird: rcg(l,0,0,s) = CF_S .

*)

Davon kann man sich folgendermassen iiberzeugen. Damit

die G i haft T._ o =" erfigllt ist
ie Gruppeneigenscha 9, Wﬁz 9;-9, 1] ’

muss auf Grund der Relation
g(R,l,_a_,U)g(l,D,D,s) = g(1,0,0,s) Q(Rrﬁyﬂ‘*'sy_’o)
folgendes gelten

rEr_;(R,_\/_,a,U) °TeXD(sh)=Texp(sh) °T9(R.1.3 +sy,0) ,
oder dquivalent dazu
Toxp(-sh) °To(R,v,a,0) = Tg(R,y,a+sy,0)° Cexp(-sh). (8.75)

Dies gilt in der Tat fur die Wahl Cop(=sh) = b . Unm dies
zu beweisen, wenden wir beide Seiten auf einen festen Punkt
(5i,gi) an und zeigen, dass die resultierenden Funktionen
von s diesslbe Differentialgleichund erfiillen., Da fir
s = 0 beids Seiten Ubereinstimmen, Folgt'dahn die Be-
hauptung auf Grund des Eindeutigkeitssatzes fiir gewthn=
liche Differsntialgleichungen. ’

Fir die linke Seite, «((s), erhdlt man sofort die Gleichung

X (s) = XH(cx(s)) .

Die rechte Seite B(s) ist

B(s) = (Rx(s)+ytvassy, Rp(s)emy), (x(s),p(9)) = & (x,p) .
Daraus folgt .

B(s) = (Rx(s) + v , Rp(s)) .
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*) Fortsetzung:

Ist abkirzend ¢t==rcg(R,v,a+sv,0), so gilt wegen
B(s) = ¢ (b _(x,p)) und

VCQ(R,l,i,U)'z (5i’ai) P (R£i+1t+g, REi+mi1) (8.76

fir B
B(s) =D, X, (x,p)) + %1’—? = Uy X, (B(s)),

q.

Wegen (ng)* Xy = Xy fur ge G folgt fur B(s) die-
selbe Differentialgleichung wie fiur afs) .

Die Konstanten aij in (8.39) kann man nicht allgemein
angeben. Fir das Hamiltonsche N-K@rperproblem in & 8.2

sind die erzeugenden Funktionen Fi :

N N
T
P=2=p,, L=2" % Ap; » A=tE-M ,
i=1 i=1
H: Ausdruck (8.24), mit Eigenschaft (8.25). (8.77)

Aus diesen Ausdriicken erhilt man durch direkte Rechnung die
folgenden Poissonklammern, welche mit (8.39) in Einklang

sind (vgl. (8.73)):

i
o
o
D
[%8
-
.

P
©
,—l
= .
6 e e
i} It
]
o
o
’-l
'
T
.
x o

[
o

(8.78)
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Bemerkungens

1) 1In {Pi,Aj} tritt ein konstanter Zusatz auf, welcher

durch die Gesamtmasse bestimmt ist., Wir haben also nach

(8.73) eine projektive Realisierung von qz . Eine vdllig
analoge Situation findet man in der Quantenmechanik wieder

vOor,

a) Obschon {ﬁi’ }1} #0 , ist A. ein Integral der Bswe-

gung, weil Ai explizite von der Zeit abhingt:
. } QAi
Ay =Jag, t%t - ~ PPy = 0.

Dies beruht darauf, dass fir v # O FEQ(R,x,g,U) ein zeit-

abhdngiger Diffeomorphismus ist (vgl. (8.76)).

In der Quantenmechanik gewinnt die Rolle von Symmetrie~
gruppen noch an Bedeutung, weil dort die Symmetriegruppen im
Raum der Zust#dnde linear dargestellt sind. Deshalb kommt die

Darstellungstheorie von Gruppen zu fruchtbarer Anwendung.
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Kapitel 9, Die Hamilton-Jacobi Theorie

Es sei XH ein Hamiltonsches Vektorfeld mit Fluss cbt s °
?

Wir halten nun nach einer kanonischen Transformation Ausschau,
welche XH in das triviale Vektorfeld iiberfiihrt. Dies ist
i.a. nur lokal m&glich, und deshalb sind alle folgenden Be-
trachtungen lokaler Natur.

Nun ist Cbt s in einer Umgebung eines beliebigen Punk-

4
tes ein kanonischer Diffeomorphismus, falls It-sl genilgend
. . . . -1 _ -
klein ist. Der inverse Diffeomorphismus dpt,s = &Ds,t mit
s als festem Parameter - transformiert aber gerade XH in
das Nullfeld: (Fb ) X, =0 . Da namlich eine Integralkurve
s,tJ, "H
X (t) wvon Xy von der Form Cbt,s(xo) ist, mit x_ als
Anfangsbedingung fir t = s y verschwinden die Tangential-
vektoren an die transformierte Kurve ¢t k—i><b;is(x(t)) = X, .
?

Da 433,3 = Id und cbt,s in t stetig differenzierbar

ist, gilt fir die Abbildung dd_ ¢t (g,p) ¥—=— (g%,p°) rur
14

geniigend kleine | t-s|

. (3(PTseeerpt)
Q(pl’0°09pf)

De

deh. die zeitabhingige kanonische Transformation <bs t ist
4
vom Typ 2 . Deshalb gibt es eine erzeugende Funktion s(qg,p%,t)
mit (vgl.(7.71))
S o S o
P; = %(q,port) ’ q9; = lo (a,p",t) . (9.1)
09; '

Die transformierte Hamiltonfunktion K ist nach (7.72)allgemein

1
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bestimmt durch
o o (95 0
K(a”,p ,t) = H(g,pst) + m% (a,p ,t), (9.2)

Nach dem Gesagten ist die rechte Seite eine Funktion von

t allein (da XK = 0) und durch einen additiven Zusatz zu
S , der eine Funktion von t allein ist (die durch S de-
finierte kanonische Transformation also nicht verdndert),

kann man erreichen, dass gilt
(S o @S 0
H(a, Zgla,p,t),t) + S5(a,p,t) =0,

Dies ist die Hamilton-Jacobische Gleichunge. In dieser par-

tiellen Differentialgleichung spielen die pg die Rolle von
f Parametern.,

Unsere Ueberlegungen beweisen den

Satz 9.,1: Die Hamilton-Jacobische Gleichung

H(q, %3— , t) + %—S— =0 (9.3)

besitzt lokal (d.h. in der Umgebung von jedem (qo,po,to))

ein vollstindiges Integral S(ql,...,qf,al,...,aF,t), dehe

eine LOsung, die von f Paramstern Xygeeeyeo abh3dngt

und die Bedingung
=

o S
Det (__(bqi(bij) £ 0 (9.4)

erfullt.

Ist S(g,x) ein vollstdndiges Integral, dann wird

durch

o . Qs 5 .25
i~ %aq; T

(9.5)

sine kanonische Transformation (2. Art) definiert, mit der
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Eigenschaft, dass die zu H transformierte Hamiltenfunktion
identisch verschwindet. Die kanonischen Gleichungen in den
neuen Variablen (B,x) sind deshalb trivial:

éi =0, O(i =0 , (9.6)

d.he. die {;aig’ und élﬂi&> sind konstant. Die Beweqgung er=-—
gibt sich aus (9.5). Die Konstanten o und B8 sind durch

die Anfangsbedingungen festgelegt.,

Bemerkungen:

In Abschnitt 2.1 haben wir allgemein gesehen, dass durch
einen zeitabhd@ngigen Diffeomorphismus jedes dynamische System
lokal in ein triviales System der Form (9.6) transformiert
werden kann, Die Ueberlegungen dieses Abschnitts zeigen, wie
dies fir kanonische Systeme mit Hilfe von kanonischen Trans-
formationen erreicht werden kann, Im allgemeinen wird es
nicht leichter sein, ein vollstdndiges Integral der nicht-
linearen, partiellen Hamilton-Jacobischen Differentialglei-
chung zu finden, als die Aufgabe, die gswBhnlichen Hamilton-
schen Differentialgleichungen direkt zu integrieren. Es gibt
aber wichtige Ausnahmen (vgl. Uebungen). Ausserdem ist die
Hamilton-Jacobi Methode sehr geeignet zur Entwicklung von
systematischen Sto@rungsreihen, wie wir in Kap. 10 sehen werden.

Zur Illustration betrachten wir nun ein einfaches

Beispiel: Harmonischser Oszillator,

22
H = %ﬁ + % m o°qg® .

Die Hamilton-Jacobische Gleichung lautet

+ % m w2q2+ %%% =0, (9.7)

h

= (R2)?
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Un ein vollstdndiges Integral zu finden, machen wir den
Ansatz: S(q,t) = W(q) -&t ., Dies gibt fir W die gewdhn=

liche Differentialgleichung

%E(U')z + % m m2q2- x =0,
doh. _
W' = me V 2x = q2 .
mwo
Dies gibt
q [ 1
S(g,x,t) = mo J dq'V &%-q'z -axt ., (9.8)
mo
0
Da
2— \
@s __ D Vza 2 _ 1 1
e =™ ZaVme -9 =3 5 0
_z—q
mo

ist S(g,x,t) in (9.8) ein vollstdndiges Integral,

Die Bewegung ergibt sich aus

_ Qs g = @S
P = }33 ’ =720 ?
doho
d '
p = mo %_qz , B___% ——qg___t. (9.9)
mw 2x 2
o =5 - q
mw

Die Anfangsbedingungen seien q(0) = q, » p(0) = Py » Aus

(9.9) erhalten wir die folgende Beziehung zwischen (B,«)

und  (q,,p,): i
ox = ig. -“-”';2 B = ;1- a : ( / ’ 2 )
= Sm t T3 9, = g arcsin (g 5— + 4 .

Die Bewsgung des mechanischen Systems erhdlt man aus der

oN

p
m

N
8

2. Gleichung von (9.9) *

2 [ P
q = ZL Sin(wt+wﬂ) - po 2 \ . o + 2))
me m2m2 + qo 5w1(6t+ar031n (dd/ 7 2 qo
o m o

Interessanters Beispiele werden wir spater, sowie in den

Uebungen behandeln,
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Die verkiirzte HJ - Gleichung

Wir betrachten jetzt ein autonomes Hamiltonsches System,
Wenn es uns gelingen wirde, etwa mit Hilfe einer er-
zeugenden Funktion 2, Art, S{(g,P) , eine kanonische Trans~-
formation zu finden, so dass die neue Hamiltonfunktion K
nur von den ‘neuen Impulskoordinaten Pl,...,PF abhidngt,

dann ist die Losung des transformierten kanonischen Systems

- (B K .
O =P » Pi =0 (9.10)

1

trivial, Auf Grund von

@s o5
i “&a; ¢ YT o (9.11)
erfillt S notwendigerweise die verkiirzte HJ-Gleichung
S
H(a, L3(a,p)) = K(P) . (9.12)

In dieser spielen die Pi wieder die Rolle von Parametern.

Nun beweisen wir den folgenden

Satz 9.2: Die verkiirzte HJ-Gleichung besitzt in der Um-
gebung eines Nichtgleichgewichtspunktes ein vollstindiges
Integral S(g,P) , d.h. eine Ldsung, welche von Parametern

Pl,...,PF so abhangt, dass gilt

25
Det -(% £0 . (9.13)

1]

Bewsis: Wir fihren die Behauptung auf Satz 9.1 zuriick. Da-
zu verwandeln wir das autonome Hamiltonsche System in der
Ndhe einer Nichtgleichgewichtslage in ein nichtautonomes
System von f-1 Freiheitsgraden. Durch eine elementare kano-
nische Transformation kann man()lb’BpF # 0 erreichen und

deshalb lokal die Gleichung
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H(ql"'°’qf’pl’°°"pf) = E (9014)
in einem geniigend kleinen Energieintervall nach Pe aufe-

losen,

pF == h(qlr'OO’qF_lﬁ pl.."pf—l’ T E)’ T = qf . (9.15)

Die Phasenbahn auf der Energieflache {;H = E} (ohne zeit-
lichen Verlauf) ist, wie wir gleich sehen werden, durch die

folgenden Gleichungen beschriebsan

dq dp
Kk “oh K Q h < ,
= - - PY .
d<T TOP ’ d-¢ 'qu y 1= k=< f-1 (9.16)

Der zeitliche Verlauf ergibt sich durch eine Quadratur von

e =(%:<ql(rc>,....qf_l<t> Ty P (T seeenm (T),0p(T))

(9.17)

wobei pF(T ) durch (9.15) bestimmt ist.

Die beiden Gleichungen (9.16) und (9.17) ergeben sich
leicht aus den kanonischen Gleichungen zu H wund den Regeln

*)

der impliziten Differentiation,

*)

Nach Definition haben wir

H(q19°",qF_l,r,p11°°'9pF_lv'h(ql’°°°'qf_l,ply'Oovpf_l;t;E)) =k .

Durch Differentiation nach Pr k = 1l,60eyf~1, erhalten wir

@H, @H _Qn
p,  CoPe o Py
"Y‘JV\/—’

U %F(£O)

) =0,

% _ & _@n
daT & “op,

Differenzieren wir anderseits nach qy » SO kommt
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*)
Fortsetzung
dp :

o H (OH @ h k k fbh
—_— — =0 _— = .
?q, * 0P, (- ”qu) = T 4, ~ Ta,
(\/}\) I——YJ
T Py Q¢

H
Die Gl. (9.17) folgt unmittelbar aus §. = .
f PZpF

Die zu (9.16) geh&rige HJI-Gleichung lautet (¢ = qF) :

Qu ou U . E) =
(}qf + h(ql"°°’qf—l’ (2ql:°°°r ?Tag—l, Qe 5 E) 0. (9018)

Diese hat nach Satz 9.1 ein vollstandiges Integral U(ql""’unl"'
L E) , welches also
? 2y ) 2

Det (%q (Ba
J l<i,j=<f-1

0 (9.19)

erfillt. Aus (9.13) und (9.14) folgt, dass (9.18) dquivalent

ist zur verkirzten HJ-Gleichungs

H(ql,...,qF,S%%I,...,;%%F) = £, (9.20)

Sei .af ¢= £ , dann gilt auch

Det o . (9.21)

‘zm 3

Um dies zu sehen, leiten wir (9.20) nach uj ab,

2 COH
:Zgl = 5, . (9.22)

Da W ein vollstidndiges Integral von (9.18) ist, sind die
ersten f-1 Zeilen der Matrix (bzufaagbqk linear unabh&dngig.
Ware die letzte Zeile eine Linearkombination der (F-1) ersten.

Zeilen, so kdnnte die Komponente j = f in (9.22) nicht # 0O sein.

U
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Im Beweis dieses Satzes ist K(al,...,af) = o, = E
(Energie). Anstelle der Bezeichnung (Q,P) verwenden wir
von nun an die gebrduchlichere Notation (B,x) . Speziell
fur K(a) = ®e = £ lauten die Bewegungsgleichungen in
den neuen Koordinaten

0 (s = 1,00.,f=1), Be =1,

BS

Qe
]

J. U (j = l,..o,F) . (9‘23)
Daraus folgt aj = const; Bl""’BF-l sind ebenfalls kon-
stant und B, =t - t, . Die Gleichungen (9.11) bestimmen

die Bahn gemiss

_ QU BEAY QW Gu
pk = a'Fk-(qru) ’ BS "Q(xs ’ t-tO —(\JCXF SCPE ¢ (9024)

(k=l,...,€; S=l,.00’F-l)

Die beiden ersten Gleichungen geben die Phasenbahn (ohne
zeitlichen Verlauf), widhrend die letzte Gleichung den zeit-
lichen Durchlauf bestimmt,

Die erzeugende Funktion W (vollstindiges Integral von
(9.20)) bewirkt also die in & 2.1 besprochsne Glattung des
autonomen kanonischen Systems (vgl. Satz 2,1). Wir haben

gezeigt, dass ausserhalb von kritischen Punkten alle autono~

men Hamiltonschen Systeme lokal kanenisch &dquivalent sind.

Die interessanten lokalen Probleme betreffen deshalb das Ver-
halten des Flusses in der N#he von Gleichgewichtslagen. Dazu
haben wir in Kap. 6 einiges ausgefiihrt und insbesondere auf
die Bedeutung und die Schwierigkeit des Zentrumsproblems
hingewiesen., Globale Probleme sind natiirlich von einem ganz

anderen Schwierigkeitsgrad,
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Beispiel: Zur Illustration betrachten wir das l-dimensionale
autonome kanonische System zur Hamiltonfunktion
H=p2/2m + V(g) . (9.25)

Die verkirzte HJ-Gleichung lautet

'(q)% + V(q) = E . (9.26)

N+
3

Wir erhalten sofort das vollstindige Integral
q
W(gq,E) = Jﬂ \/2m(E-v(x»dx . (9.27)
q

Die Form der Bahn ist nach (9.24) bestimmt durch
_ QU V M\
=& 2m(E-V(q))

und der zeitliche Verlauf ergibt sich aus

_ dx
qDJ' \/ 2(e-u(x))

Dies sind natirlich bekannte Ergebnisse,

t(a) - t(a;)

0
¥

LGsung der HJ-Gleichung durch Separation der Variablen

Wir fihren diese Methode zunichst an einem wichtigen Bei-
spiel vor, ndmlich fur die Bewegung in einem zentralsymmetri-
schen Feld V(r)

In Polarkoordinaten findet man fiir die Hamiltonfunktion

nach kurzer Rechnung
2 1
(p + Pg * —7———?; m ) + V(r) (9.28)

r s8in

und deshalb lautet die verkiirzte HJ-Gleichung

= [((au e i CDU)Z ¥ sinzéL D2 L () = E . (9.29)
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Die Variablen r,'&, ® erscheinen alle nur in der form

F(£2_
29
separabel. In dieser Situation fihrt der folgende Separa-~

q) (g = r,%‘f@) . Wir sagen, die Variablen seien

tionsansatz zum Ziel:

u(r, ,0) = u_(r) + g (N + U (e) . (9.30)

Eingesetzt gibt

du__ 2 dUy du
1 1 2 1 2 |
w ) :2_(‘8793") ¢ ()l s vl =B (9.31)

r°sin‘p

Denkt man sich diese Gleichung so geordnet, dass auf der
rechten Seite (dum/dm)2 allein steht, so hidngt die rechte
Seite nur von ¢ und die linke nur von r und 4} ab. Des-
halb missen beide Seiten gleich einer Konstanten sein. Uir
satzen »dum/dm = Xy . Die Variable 9 ist damit separiert.
Un die Trennung der Variablen r und i} durchzufihren,

schreiben wir (9.31) in der Form

du du X,

2 2 2 2 Y

P (gen)” ¢ amtu()-2m Exe - () e —g
s1ln

Hier steht links eine Funktion von r allein, rechts eine

2
1.

solche von i} allein, Folglich missen beide Seiten gleich

einsr Konstanten s%in. Wir setzen deshalb
(du&) 2, e .2
g - ’
d sinz&% A%

und damit folgt

2
du x
ry2 -
(E?—) = - 2m V(r) + 2m E = ;5— .

Die erste Gleichung von (9.24) lautet also hier
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oy 4y [ %
Pr = ST =—73% = 2m(E-v(r)) —rT-
JU uZ L
= rbu = & = 2 - L
PR Q% d¥ \/u’&_ sin249~
du
Po = %‘:— o = ®, - (9.32)
Daraus ergibt sich
2 1
xg-
ur(r) =S an(e-v) -rT- dr
L
U'&('S') = g \/u—%~- ai/sinz'e' 4>
Um(w) = w0, (9.33)
Oie Ubrigen Gleichungen in (9,24) lauten
tt_Ou_QUr_g m dr
“f0o TE T TGQE T 2. 2
N \km(E-V)-a /r
U UJL
W
9 = e eyt Thwg T e (aus (9233)
@Y
U
By =Q% =Q% + 0 = ... (aus (9.33)). (9.34)

Wir fihren hier die Diskussion dieser Resultats nicht weiter,
da wir in der Stdrungstheorie des Kepler-Problems nochmals

darauf zurickkommen werden.

Der Separationsansatz
f‘
W(g,a) = Z Ui(qioulv--01uf) (9.35)
i=1

fihrt immer zum Ziel, wenn sich H(gq,p) 1in der Form

H(p"p) = F(gl(ql’pl)"'°’ QF(qFth))) ’ (9036)
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mit Funktionen 9; schreiben ldsst. In dieser Situation

betrachte man die "einzelnen" HJ-Gleichungen:
Ay,
gi(qi’ a'q—l') = o4 (i=l’~--,ﬁ) ’ (9037)
mit Ldsungen Ui(qi,ai) . Dann ist (9.35) offensichtlich
eine Ldsung der verkiirzten HJ-Gleichung.
Die folgende, etwas allgemeinere Form als (9.36) lasst

sich ebenfalls durch Separation losen:

H(va) = hf’(qf“’pf”hf‘-l) ’ (9-38)
mit

heo1 = o1 (Gpoys Peoys Peop)

hy  =nhy(a;,py) (9.39)

Man erh&dlt rekursiv folgende "einzelne" HJ=-Gleichungen:
hy (g ﬁ—wl) =«
1+ Q; 1

U,

h2(q2’ 3 q'29 &

1) =%

. QUF

hf(qf’ﬁ’ af—l) = Oe (9040)
mit Lésungen U, = Ui(qi,ai,ai_l) . Wieder ist dann (9.35)
eine Ldsung der verkurzten HJ-Gleichung, welche von f Pa-
rametern o abh&ngt, Im generischen Fall wird sie ein

vollstdandiges Integral sein,
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Zeitabhingiqe Stdrungsthsorie (Variation der Konstanten)

Wir illustrieren nun die Nitzlichkeit der Hamilton-Jacobi-
Methode zur Gewinnung von approximativen Ldsungen.
Eine Hamiltonfunktion H habe die Form
H = HO + Hl ’

wobei es mdglich ssi, H0 exakt zu ldsen. Ferner soll Hl eine

(9.41)

kleine Stdrung sein. Offensichtliche Beispiele fir diese 3i-
tuation hat man in der Himmelsmechanik.,

Nun sei So(q,u,t) ein vollstindiges Integral der HJ-
Gleichung zu H0 . Dieses ist die erzeugende Funktion einer

kanonischen Transformation, definiert durch
S S
pk=20’ Bk=?5°' (9.42)
U %

Fir H; —w= 0 sind die « und B Integrale der Bewegung

(vgle (9.6)). "Schalten wir die Stérung H, ein", so werden

1

die o wund B Funktionen der Zeit, Fir diese gelten die

kanonischen Gleichungen

® o H
o, {ak, H} {ak, Hl} = -"b—ﬁ_i-(ﬁ’u)
(3H,y

B = dgo nt = Do m =t g ), (9.43)

da {uk, Ho‘& = &Bk,Hok = 0 ., Auf der rechten Seite darf

man jetzt in 1., Ordnung Stdrungstheorie die ungestdrte Bswe-~

gung einsetzen, Dabei steht es einem frei, die Poissonklam-
mern in den (B,x), oder den Qq,p) auszurechnen,

Beispisele werden wir spater besprechen (siehe S.265F).
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Kapitel 10, Integrable Systeme, kanonische Stdrungstheorie

"ees ich forme z.B. die Differentialgleichungen fir das Prob-
lem der N Kdrper so um, dass sie eine beliebig weit fort-
zusetzende Integration in Reihenform formell gestatten,
aber meine Versuche, die Konvergenz der Entuicklung zu
erweisen, scheitern an einem Hindernis, das ich nicht zu

bewdltigen im Stande bin",

Weierstrass

10.1 1Integrable Systeme

In Abschnitt 2.3 haben wir am Beispiel des 2-Korperproblems
gesehen, wie die 10 klassischen Erhaltungssidtze dazu fiihren
kGnnen, dass ein Problem "integrabel" wird. Die bekannten
integrablen Probleme haben alle eine gemeinsame Struktur,
die wir in diesem Abschnitt aufdecken wollen,

Es sei lﬂ(;@?ﬁ der Phasenraum und C>° (M) bezeichne

wie immer die C’o -Funktionen iGber M .,

Definition: Wir sagen die Funktionen Hl,...,Hrej > (M)

seien in Involution, Falls-{Hi,Hj} = 0 fir alle 1<i,j<r .
Zundchst fihren wir eine lokale Diskussion durch. Der

folgende Satz von Jacobi gibt Bedingungen an, unter denen

sich die Integration der kanonischen Gleichungen lokal auf

Quadraturen zuriickfihren ldsst,

Satz 10.1 (Jacobi): Falls HiveoosHoe € ™ (M) in Involu-

tion sind und die Linearformen dHl""’dHF lokal linear
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unabhdngig sind, dann kann man durch Quadraturen Funk=-
tionen Gy,...,Gp€ c* (M) so finden, dass die Abbildung

(quooosqF,p1900"pf~) —_— (Blvoooaﬁf:valvOOO’aF):

i
lokal kanonisch ist, d.h. (10,1) ist ein lokaler Diffeog-

morphismus mit

{Hi’HJ-]S = {Gi,Gj} =0, {Gi,ij =8;; . (10.2)

Beweis: Da mit (ql,...,qF,pl,...,pF) auch (pl,qz,...,
qF,-ql,pz...,pF) kanonische Koordinaten sind, k&nnen wir

immer erreichen, dass lokal die Matrix
(bHi
’bpj

Hp s= (

nicht singuldr ist. Damit k&nmen wir lokal die Gleichungen

x; = Hi(q,p) nach p aufldsen und wir schreiben p; = Fi(q,u) .
Im folgenden sei
oy CoHy
F o= H  ¢= .
C’bq-) ! q (‘Bq-)
J J
Differenzieren wir die Identitst x; = Hi(q,F(q,a)) nach
q‘j y SO erhalten wir
O = H H F . on
gt » (10.5)
Bie involutive Eigenschaft -[H.,Fi.} = 0 kdnnen wir in
1°]
Matrixform schreiben
T T
H H - H_ H =0, .
P g Q P (10.6)
Aus den beiden letzten Gleichungen folgt
HoFHD + Mo H = H FH] o H W = g . (10.7)
P P g P p P P aq
Da Hp nicht singuld3r ist, erhdlt man daraus
T T T
FH H =20 _— = . .
o * g > Hy Fo+ H =0 (10.8)

B; = G;(a,p) , o5 = H;(q,p) (10.1)

) (10.3)

(10.4)
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Durch Vergleich mit (10.5) sisht man, dass F'= F 1ist, d.h.
>F. £ »
i_ 9 = 0. (10.9)
(qu 29;

Dies sind die Integrabilititsbedingungen fiir die lokale

Existenz einer Funktion S mit

25

F, = A, (10.10)
Weiter gilt
Det (o™ 5 ) = Det ((afi) = (et H )™t % 0 (10.11)
0qi‘btxi - ’buj - p * ¢

S erzeugt daher lokal eine kanonische Transfaormation (2. Art)

durch
_ 025 _ 25
Pi = &g, * Bi = 3w (10.12)
i i
auf die kanonischen Koordinaten By,x o Die Funktionen Gi

erhdlt man durch Aufldsen ven (10.12) nach Bi als Funk-
tion der q,p o Die Funktion S(g,x) gewinnt man durch

eine Quadratur:

g
S(g,x) = S Zfi(q',a) dg', , (10.13)
q, L

wobei das Integral rechts vom Weg zwischen a, und g un-
abhangig ist.
Die erzeugende Funktion S ist eindeutig bis auf eine

Funktion F(«) . Ein solcher Zusatz bedeutet: B, —= Bi+(BF/Q)ai o

Nun k&nnen wir sagen, was "integrabel" bedeutet.

Oefinition: Ein autonomes kanonisches System mit Hamilton-

funktion H heisst inteqrabel, falls es f-1 autonome H-

Integrale H2,..., HF gibt, die in Involution sind und die
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Eigenschaft haben, dass ausserhalb einer niederdimensio-
nalen Teilmenge im Phasenraum dHl""’dHF (Hl'E H)
linear unabhadngig sind.
Wir wissen bereits: FiUr ein autonomes Hamiltonsches System
kann man lokal, falls dH # 0 1ist, das Hamiltonsche Feld
XH durch eine kanonische Transformation gldtten (vgl. Satz
9.2, sowie S. 24¥ ). Fir integrable Systeme lidsst sich sogar
durch eine Quadratur eine erzeugende Funktion S(q,x) finden,
derart, dass die kanonischen Gleichungen in den Variablen

B, , definiert durch (10.12), gegldttet sind (al ist

die neue Hamiltonfunktion):

Beispiel: Von den 10 klassischen Integralen eines abge-
schlossenen Systems sind 7 autonom, nd@mlich P, H, L, bzuw,

P, H

rel? Lrel , und die folgenden 6

3

Lrel

B, Hrel’ l-l-'-rel‘ ’
sind in Involution., Daher ist das abgeschlossene 2-Kdrper-
problem (wegen f = 6) integrabel, dagegen das N-Kdrperprob-
lem fr- N2> 3 nicht, falls nicht "zufdllig" weitere Inte-

grale vorkommen.,

Weitere integrable Probleme werden wir sp&dter besprechen,
Dazu gehtren der kraftefreie Kreisel und der schwere sym-

metrische Kreisel mit Fixpunkt,

& =0 ’ Bl =1 9 é =0 (i=l,oooF, S=2,000,F) ° (10014)
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10,2 Winkelwund Wirkungsvariable

Wir betrachten als Beispiel zundchst ein autonomes kanoni=-
sches System mit f = 1 , In einem Energieintervall [El’EZ]

seien alle Bahnen periodisch, Als Beispiel betrachte man

etwa
2
H = %_H + V(q) (10.15)
und E,, E, wie in Fig. 10.1 (vgl. © 2.2).

1° =2

Fig. 10.1

Russerdem liege im beobachteten Bereich des Phasenraumes
kein Gleichgewichtspunkt, Die verkiirzte HJ-Gleichung lautet

H(g, Y

Sq) = £ . (10,16)

Es sei W(g,E) ein vollstdndiges Integral, Dann ist nach

(9.24)
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t -t = =t (10.17)

Nun bilden wir l&ngs einer periodischen Phasenbahn :75

zur bnergie E das Umlaufsintegral

I(E) = %;%% pdg . (10.18)
Se

J(E) 1ist gleich dem Inhalt der schraffierten Fliche in
Fig. 10.1, dividiert durch 2« . Mit T(E) als Periode zur
Enmergie E gilt
t +T(E)
1 o .
J(E) = ﬂqudt.
t
@]

Mit p = ?2W/Dq haben wir
1 W
I(e) = & %—q(q,E) dg . (10.19)

Da nach Voraussetzung ()H/?p # 0 , kann (10.16) nach (Ju/dq

aufgeldst werden: p = PYUMq G(g,E) . Dabei muss man das

ouW/dq zum Verzeichen von

Vorzeichen so wdhlen, dass p
q = HQp passt (vgl. Fig. 10.1). Damit hat das Integral
(10.19) einen wohldefinierten Sinn.

An Stelle des Parameters FE wihlen wir nun J . Fs
sei W(g,E) =: S(g,3) . 5S(q,3) erzeugt die kanonische
Transformation (gq,p) &= (w,J) durch

p = ;%%(Q:J) , W = g%%(q,J) . (10.20)

J wird Wirkungsvariable genannt und die kanonisch konjugierte

Variable w 1ist die sog. Winkelvariable.
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Die neue Hamiltonfunktion
sie hdangt nicht von w ab ! Auf

Gleichungen gilt

0 (>E
W

(J) = const, d.h.

wobei 8

Periode wdchst w um den Betrag

von W

1 (}s

J = 5= (q,J) dg .

Durch Ableiten nach J

als Phasenkonstante bezeichnet wird.,

ist die Funktion E(3);

Grund der kanaonischen

Wahrend einer

-QE/P3 . Diese Aenderung

kann man aber auch anders ausdriicken. Aus (10.19) folgt

erhalten wir daraus

9,(3)
d_ 9 s
ER) ‘{‘ coqd

q,(3)
wobei ql(J) und qz(J) die beiden Umkehrpunkte sind, bei
denen p das Vorzeichen wechselt. Da dort (»S/% q gleich
Null ist, verschwindet die Ableitung d/dJ des Integrals in
bezug auf die obere und untere Grenze, so dass wir erhalten
9,(3)
T 23¢s q AN ETE 2%
q,(3)
_ Au
- 2n
Damit gilt
AU = 21’ 9 d.h. T%g = 2'[ . (10.21)
Die Griosse w:= (YE/2 ] bezeichnet man als Kreisfrequenz
der Bewegung. Wir erhalten
T = 2x/w . (10.22)

Zusammenfassend haben wir in

Gleichungen

(w,3)

die folgenden kanonischen
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l:l= =(U:—_—'_>U:(Dt+6,
j=0.
Der betrachtete Bereich des Phasenraumes ist das

direkte Produkt eines Intervalls (Fir 3J) mit dem l-dimen-

sionalen Torus Sl (FU; w), d.h. ein Kreisring (Fig. 10,2).

J=const

fFig. 10.2

Zu jedem J 1ist die Phasenbahn ein Kreis, der mit der
konstanten Winkelgeschwindigkeit @ E/2 J durchlaufen wird,
Die Verallgemeinerung auf hGhere Dimensionen bringt

der folgende
Satz 10.2 (Arnold, Jost): Es seien Funktionen HyseooyHe
in Involution, Auf

T(c) = -{xe RO HL 00 = eppeny 100 = e}
seien dH s..0,dH,  linear unabh#ngig. Falls T(c) zusam-
menhdngend und kompakt ist, so ist T(c) diffeomorph zu
einem f-dimensicnalen Torus. Ausserdem gibt es ein €>0

und in U T(c') kanonische Koordinaten J

J
l,o o ey
lc-c ¢ ¢ F

(Wirkungsvariable) und Wisesoslp (Winkelvariable mod 2x)

(10.23)
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derart, dass die Hi sich als Funktionen von Jl""’JF

allein ausdricken lassen,

Beweis: Siehe R, Jost, Helv.Phys.Acta, 41, 965 (1968);

oder Abraham + Marsden, loc.cit., p. 393 ff.

Folgerung: Ist H = Hl die Hamiltonfunktion des Systems,

so gilt in den neuen Koordinaten

H = H(Jl,...,Jf) (10.24)
und deshalb lauten die kanonischen Gleichungen
Jk =0 == Jk = const
. “DH
. =(§3;(3) = const —=> uk(t) = ot + 8 ,

H
wk:=f§%;(3) , k = 1,...,fe (10.25)

Bemerkungen

1. Der Fluss (10.25) fir konstant gehaltene 3 (k = 1,004,F)

ist eine quasiperiodische Bewegung auf dem f-dimensicnalen

Torus, 0Oie Bewegung ist genau dann periodisch, wenn alle
Frequenzen s ganzzahlige Vielfache einer fFrequenz o
sind. Das andere Extrem liegt dann vor, wenn alle Frequenzen
inkommensurabel sind, d.h. wenn .;Zjni w, = 0, mit ganz-
zahligen f-Tupeln (nl,...,nF) # 0 , unmdglich ist,

Letzteres ist ein Beispiel fiUr eine ergodische Strdmung

(siehe Anhang zu Kap. 5).



Fig, 10,3

2., Winkel- und Wirkungsvariable werden weiter unten fir die

sog., mehrfach periodischen Systeme konstruiert.

10.3 StGrungstheorie

Viele mechanische Systeme kann man als "leicht gestdrte"
integrable Systeme auffassen, Das "ehrwirdigste" Beispiel
ist das Planetensystem. Die Planeten bewegen sich, in 1.
Niherung, bei Vernachl#dssigung ihrer gegenseitigen Wechsel-
wirkung, nach den Keplerschen Gesetzen um die Sonne. Diese
quasiperiodische Bewequng wird aber durch die Gravitations-
krafte zwischen den Planeten gestért. In der Stdrungstheorie
bemiht man sich, die rslativ kleinen Stdrungen systematisch
in Rechnung zu stellen, Im 18. und 19, Jahrhundert wurden
verschiedene Reihendarstellungen fir die gestdrten Bewegungen
entwickelt, welche den Bewegungsgleichungen formal genigen.

Um die Konvergenz der Reihen kiimmerte man sich zun&dchst nicht,
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In der Praxis wurden diese frih abgebrochen, sobald die
einzelnen Glieder hinreichend klein erschienen, Selbst
Gauss folgte dem allgemeinen Brauch und brach seine Reihen
fir die Stdrungen des zu den Asteroiden gehdrigen Planeten
Pallas ohne Fehlerabschitzungen ab.

Wir werden uns in diesem Abschnitt ebenfalls bloss
mit formaler Stdrungstheorie befassen. Zu neueren Entwick-
lungen, welche dariber hinausfihren, werde ich in Abschnitt
10.5 einige Bemerkungen machen. Formale stSrungstheoretische
Methoden sind auch in der heutigen Physik, insbesaondere in
der (Quantenfeldtheorie, oft die einzigen praktikablen Rechen-
verfahren, die uns zur Verfiigung stehen.

Es sei HO die Hamiltonfunktion eines autonomen inte-
grablen Systems. fir dieses denken wir uns Winkel- und Wir-
kungsvariablen eingefihrt. HO ist dann eine Funktion der
J = (Jl""’JF) allein und der zugehodrige Fluss ist fir jeden
Wert von J eine quasiperiodische Bewegung auf dem Torus,
welcher durch die Winkelvariablen w = (Ul""’uf) parametri-
siert wird.

Nun werde das System leicht gestdrt und die gesamte

Hamiltonfunktion sei

H = HO(J) + Hl(u,J) . (10.26)
Darin ist Hl eine mehrfach periodische Funktion der UWinkel-
variablen w : Hl(J,u+2rej) = Hl(J,u) , wobei e ;= (Dyeee,0,1,

D’...D)’ j=l,oo.f: L)
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A. Zeitabhingige Stdrungstheorie (Variation der Konstanten)

Die Idee dieser Methode wurde bereits friher besprochen (S.253),

In erster Ordnung setzt man in den Hamiltonschen Gleichungen

(¢ H
° 1
I = L3on) = AT e
H pH H
. ¢ s 0 l (b l
I {uk,H} E e v, (3) 5T (10.27)

rechts die "Nullte Ndherung": w_ = wk(t+‘Ck), 3, = COﬂSt) ein.

k
Un weiterzukommen, entwickeln wir Hl in einer Fou-

rier—-Reihe:

Hy(w,3) = E - h_(3) gt (myu) ‘ (10.28)

m

In der betrachteten Niherung erhalten wir rechts in (10.27)

Fourierreihen mit e~Ffunktionen
el(m,o))t—l 2 m, o T, .

Integriert man nun die rechten Seiten von (10.27) nach der Zeit,

um J und W in nichster (erster) Niaherung zu erhalten,

k k
so erhilt man fir (m,w) # 0 Summanden, die den Faktor
ei(m,u))t
(10.29)
(m,w)
enthalten und damit entsprechend der Kleinheit von Hl eben-
falls Uber alle Zeiten klein bleiben, wenn nicht (m,w) Null

oder fast Null ist, Ist dagegen (m,w) = 0 , so erhdlt man

Summanden, die proportional zur Zeit anuachsen (sdkulare St&-

rungen).
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Nicht entartete Systeme

Der Beitrag dieser sikularen Stdrungen in (10.28) ist be-

sonders einfach fir nichtentartete Systeme, fir welche

E m. w, =
i i
Behalten wir in

wird daraus

5k -0,

*)
<H>

mit

]

Die Jk

gquenzen der W

0, miGZ <= My = oeo

(10.27) nur den sikularen Term

<MD

Lk = wk(J) + _D_Jk
L g- Hy(wyJ) du,eeodu, .
(21{)F ) 127 1°*° f

T

sich dndern

= QLHD

k =% "7

Beispiel: Anharmonischer Oszillator.

Die Hamiltonfunktion lautet

H=H
0
p?
Ho= 2m
Hy= N

Zundchst bestimmen wir die Winkel- und Wirkungsvariablen

fFir H_ ., Die Wirkungsvariable ist fir l-dimensionale auto-

0

+Hl
mwz
. a 2
> q
4
g, AKL 1.,

nome Systeme nach (10.18)

*)

Mittel.

bleiben also weiterhin konstant, wdhrend die Fre-

(10.32)

(10.33)

Im nichtentarteten Fall ist nach dem Satz von Weyl (p.153 )
das rdumliche Mittel (10.31) auch gleich dem zeitlichen



2 1
1 V2 \j m Yy 2
Tx‘g;pdq‘ 27 % £ - —%— a dq

J(E) =
mw
s} 2E 2
T 4% 7 = 4 dg .
m w
0
Die Umkehrpunkte sind q, = + 2E7mw = + a , und deshalb
azw
3(E) = a =X dx = —— 5 s
d.he
J(E) = E/w_ . (10.34)
Also ist
HO(J) =uw J. (10.35)

Die HJ-Gleichung zu HO lautet

2
L (Quy2 "5 2 _
7n (7g) 7 9 =Et.
Die LOsung ist / 1

u(a,e) = Vem g \/E - m;o g% dq .

Mit (10.34) fihrt dies zu
/ 2 1

s(q,3) = Vzn gN@OJ - m;O 92 dq . (10.36)

Oie Winkelvariable ist

@S _ m dg
70 J Vz % 2 N
0 J- 0 q2
0 2

m(l)o
arcsin ( —53 g), oder

d.h, W o=
. 2]
g =9q_ sinw, q_ = . (10,37)
0 ) mo_
Nach (10.35) ist
. _(3 _ _ . 5
W o= m‘ = (DO _ W = UJO + .
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In (10,37) eingesetzt gibt

g =q, sin(wot + 8) . (10.38)
Daraus folgt 5 y
_0S _ 4] I noy 2 \/
p = PTCI = 2mw03 Vl - .20)—03- ] = 2mw03 COS(UJOt+6) °
(10.39)

In den Winkel- und Wirkungsvariablen ausgedrickt lautet Hl

nach (10.37)

2 2 2 . .
_ 43 . 43 N J S XN 3%, 2iuw =2iu
Hl(u,J) =N 55— sinu = 5 == - 2(8 + e )
m-w m-w 4m~w
! o o
A 37 4iu -4iw
+ (e ) . (10.40)
2 2
dm~ w
o
Deshalb ist
2
_3 N3
<:Hlj> (3) = 5 = (10.41)
m-w
o
und damit die gestdrte Frequenz (10.32)
o = o, + 3N J/mzmg . (10.42)

Setzen wir w = w(t-T) in (10.37) ein, so ergibt sich fir q :

g(t) éi sin [m0(1+3'x3/h2m2)(t -T)]. (10.43)
[®]

Bei derselben Amplitude VZJ/mwO verlduft die Bewegung
mit der neuen, etwas abgednderten fFrequenz (10.42), Die un-
gestdrte und die gestdrte Bewegung stimmen deshalb bei glei-

chen Anfangsbedingungen fir grosse Zeiten auch nicht mehr

annaghernd iberein, Die nichste Naherung bringt lediglich fir
alle Zeiten (!) kleinbleibende oszillatorische Abweichungen,
Auf hohere Ordnungen und Konvergenzfragen gehen wir an die-

ser Stelle nicht ein.



B. Zeitunabhidngige Stoérungstheorie

Die Idee der zeitunabhidngigen kanonischen Stdorungstheoarie
besteht darin, eine Folge von kanonisphen Transformationen
so durchzufihren, dass die transformierte Hamiltonfunktion
bis auf zunehmend hdhere Ordnungen nur eine Funktion der
Impulsvariablen ist,

Wir fihren nun nach dem Vorbild von Poincard (1892)
und Von Zeipel (1916) die beiden ersten Schritte in diesem
Programm durch.

Die gesamte Hamiltonfunktion (10.26) schreiben wir
Jetzt in der Form

H(w,3) = H (3) +gH (u,3) +£2H2(u,3)+..., (10.44)

wobei £ ein kleiner Parameter ist (<< 1) . Wir suchen eine
Reihendarstellung in & einer kanonischen Transfermation

(v,3) = (3,3), so dass die transformierte Hamiltonfunk-—
tion H nur eine Funktion von J ist, FUr kleine E wird
diese in der N3he der Identitdt, und damit von 2., Art sein,

FGr die erzeugende Funktion S(w,J) setzen wir deshalb die

folgende Patenzreihe an:

500, 3) = (w,3) + £5,(u,7) + &%5,(u,T) s... (10.45)
Diese muss, wegen J = S/ Qu s die HJ-Gleichung
(¢ s ==
H(u, Z=) = F(T) (10.46)

erfillen, In dieser entwickeln wir beide Seiten nach Potenzen
von &£ wund verlangen Gleichheit der beiden (Formalen) Potenz-

reihen., Konvergenzfragen werden dabei vorliufig ignoriert.
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Wir fihren dieses Programm hier nur fur die Terme
bis und mit |g? durch., In dieser Ndherung wird aus (10.46)
zunachst

H( )*EH(ny\a)'*'& H2 (U’/(%_i')

A (3) + £ F (T + & H(I), (10.47)

o

wobei in der betrachteten Ndherung nach (10.45)
»5 = 93, 2 "05,

S &.1¢r— £ =5 - (10.48)
Dies setzen wir in (10.47) ein und entwickeln iberall bis
zur 2, Ordnung in £ . In Matrixschreibweise gilt
(£3) = w (3) - (e%_s% . €2 %S—)
2 =
(£ :2?5) ;331%:;)( ;%;—) (10.49)
M (o, 25 S (u,T) v e % %H—%(j) (10.50)

Aus (10.47) erhalten wir damit die folgenden drei Gleichungen

e+ AT =4, (T)
1 —_ = - (le —
= : Hl(J) = (DO(J) m + Hl(U,J)
S
g2 A3 = u,(3) = 2, K, (w,T)

Darin sind wo(j) die ungestdrten Frequenzen,
_. 4 (T)
w () = ——=

o D J

und

(10.51)

(10.52)
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5 H, (w,J) 5 f}zH(j) S
Kz(u,j) = Hz(u,j)+:? 1 % 1 ? + '(B 1 — = — ial.
oV J OV DT 3 Y

(10.53)

Die Beziehung zwischen w wund w 1ist

05,
N)

W= izé(u,j) =W + £
03

w,J) + 2 :222 Wyd) + eew o 10.
( ’-j) & ,Bj( ’ ) ( 54)

Nun mitteln wir die Gleichungen (10.51) iber den Torus.

FUr eine Funktion f TF —R sei
P> i= (2i)ﬁ _g Fu) duj...dug . (10.55)
-f
Wir erhalten
A, (3) = H (I
H (D) = <Hy(w, 3>
Hy(3) = <Ky (w, 3> (10.56)

Benutzen wir dies in (10.51), so erhalten wir fur die Ab-

weichungen von den Mitteluerten

QS

0,(3) =, T) = <H WD - v W,T),
@5, _ - -
w, (3)==(v,T) = <fK2(u,J)j> - Ky (uw,T) . (10.57)

Aus (10.56) und (10.53) sehen wir, dass die 2. Ordnung

H2 die Kenntnis van Sl verlangt, welches durch die 1. Glei-
chung von (10.57) bestimmt ist. Diese l#sst sich mittels Fou-
rier~Reihen ldsen., Es sei
- - = _i(m,uw)
Hy(u,T) - <(Hl(u,3)j> = z;% H,(T) et (10.58)

mezf
(m=0)

und
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5,(u,3) = EE Sy, (3) gl (myw) (10.59)
meZ

Dann ergibt sich aus (10.57)

5. (w,3) =i ::E "1 (9) ei(m'”), (10.60)
a wezt  (myw ()

falls wir uns wiederum auf den nichtentarteten Fall beschrinken.,

In den transformierten Variabeln (U,j) liegt nach

Konstruktion eine guasiperiodische Bewequnq vor, deren fre-

quenzen w nach (10.56) bis zur 2. Ordnung folgendermassen

lauten
L YU SPY, YL
o (J) = mO(J) + £ =3 + & = . (10.61)

Die erste Korrektur stimmt mit (10,32) Uberein.

Bemerkungen

Auch . im nichtentarteten Fall, d.h. wenn mo‘ ein ra*ional

unabhéngiger Vektor aus W{ ist, kdnnen die Nenner in—(iO.GU)
beliebig klein werden, und zwar kann eine Teilfolge von ihnen
mit wachsendem |Im| so rasch abnehmen, dass dis Reihe (10.60)

divergiert., Daher spricht man auch vem Problem der "kleinen

Nenner'., Es ldsst sich aber zeigen, dass unter gewissen An-
nahmen fir die ungestdrten Frequenzen N (diese missen "sehr

irrational"” sein) die Reihe (10.60) konvergiert.,



Fur 82 , und alle hoheren Sn y erhalt man dhnliche
Summen wie in (10.60). Auch wenn die Reihen fir jedes S
einzeln konvergieren, wird die Summe iUber alle Sn im

allgemeinen aber diverqieren. Ansonsten widre die Bewequng

quasi-periodisch und man weiss von interessanten Beispielen,
dass dies nicht immer der fall ist.

Als erster bemihte sich Weierstrass um die Konverqgenz
der Stdrungsreihen in der Himmelsmechanik., Das Zitat am
Anfang des Kapitels, welches von einem Brief an seine Schij-
lerin Sonja Kovalesvki vom 15, August 1878 stammt, zeigt,
dass er mit diesem Problem nicht fertig geworden ist. Weier-
strass &dusserte sich auch gegeniiber seinem Schiiler Mittag-
Leffler Uber das Konvergenzproblem und seine Schwierigkeiten.,
Dieser veranlasste darauf den schwedischen Konig Oscar II,
fir die Losung dieses Problems einen Preis zu stiften. Die
von Weierstrass formulierte Preisfrage hatte folgenden Wort-
laut [Nittag—LeFFler, Ge: Mitteilung, einen von Kdnig Oscar II
gestifteten mathematischen Preis betreffend. Acta Math. 7,
I-VI (1885)}:

"ts sollen fir ein beliebiges System materieller Punkte,
die einander nach dem Newtonschen Gesetz anziehen, un-
ter der Annahme, dass niemals ein Zusammentreffen zweier
Punkte stattfinde, die Koordinaten jedes einzelnen
Punktes in unendliche, aus bekannten Funktionen der
Zeit zusammengesetzte und fiir einen Zeitraum von unbe-
grenzter Dauer gleichmdssig konvergente Reihen entwickelt
werden,

Dass die Ldsung dieser Aufgabe, durch deren Erledigung
unsere Etinsicht in den Bau des Weltsystems auf das we-
sentlichste wirde gefdrdert werden, nicht nur mdglich,
sondern auch mit dem gegenwdrtiq uns zu Gebote stehenden

analytischen Hilfsmitteln erreichbar sei, dafir spricht
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die Versicherung Le jeune-Dirichlet's, der kurz vor seinem
Tode einem befreundeten Mathematiker * mitgeteilt hat, dass
er eine allgemeine Methode zur Integration der Differential-
gleichungen der Mechanik entdeckt habe, sowie auch, dass es
ihm durch Anuendung dieser Methode gelungen sei, die Stabi-
litdt unserss Planetensystems in vollkommen strenger Weise
festzustellen, lLeider ist uns von diesen Untersuchungen
Dirichlets, ausser der Andeutung, dass zur Auffindung sei-
ner Methode die Theorie der kleinen Schwankungen einen ge-
uissen Anhalt biete, nichts erhalten worden; es darf aber
als gewiss angenommen werden, dass sie nicht in schuierigen
und veruwickelten Rechnungen bestanden haben, sondern in der
Durchfihrung eines einfachen Grundgedankens, den uiederauf-.
zufinden ernster und beharrlicher fForschung wohl gelingen
mochte.

Sollte indessen die gestellte Aufgabe Schwierigkeiten dar-
bieten, die zur Zeit nicht zu iliberwinden wdren, so kdnnte
der Preis auch erteilt werden fir eine Arbeit, in der
irgendein anderes bedeutendes Problem der Mechanik in der

oben angedeuteten Weise vollstdndig erledigt wirde.,"

* |ejeune-Dirichlet (1805-1859), der bsfreundete Mathe-
matiker war Kronecker (1823-1891).

Aufgrund des letzten Absatzes der Preisausschreibung wurde
der Preis im Jahre 1889 Poincaré zuerkannt, obschon er die
gestellte Aufgabe nicht geldst hatte., Tatsdchlich deutete
seine Arbeit darauf hin, dass die Stodrungsreihen sntgegen
allen damaligen Erwartungen divergieren. Poincarés Preis-
schrift enthielt aber eine Fille von Ideen, die fir die
weitere Entwicklung der Himmelsmechanik von grosser Bedsu-

tung waren und auch andere Teile der Mathematik befruchteten.

Auf die weitere Entwicklung, welche schliesslich zur

KAM-Theorie fuhrte, werde ich zurickkommen (vgl. Abschnitt 10.5).



10.4 Adiabatische Invarianten

Die Niherung (10.30) der Hamiltonschen Gleichungen zur Ha-
miltonfunktion (10.26) ist ein Spezialfall der folgenden all-

gemeinen Mittelungsmethode.

Es seien (w,]) wieder die Winkel- und Wirkungs-
variablen des integrablen Systems zur Hamiltonfunktion HO(J) .
Das betrachtete Stiick des Phasenraumes sei Thx AN A&:ﬂRF .

Die ungestdrten kanonischen Gleichungen

. CoH
. o
w o= w(d) , J=20 (0(3) = /aa) (10.62)
seien nun in folgender Weise gestort
U=w(3) + g flu,d), J = e9q(uw,d) , (10.63)

wobei die Funktionen f wund g in den UWinkelvariablen mehr-
fach periodisch sind., Die Stdrungen in (10.63) brauchen nicht
Hamiltonsch zu sein,
Unter gewissen Umstdnden wird nun J(t) durch das
folgende gemittelte System approximativ beschrieben:
I =2 <g> (1), (10.64)

wobei g wie in (10.55) durch Mittelung Gber den f-di-

mensionalen Torus TF definisert ist,

Dieser Approximation liegt die folgende Vorstellung
zugrunde, Fir viele Beispiele sind die charakteristischen
Zeiten 2x/w des ungestdrten Problems wesentlich kiirzer als
die Zeiten iiber welche die Wirkungsvariablen wesentlich va-
riieren., Etwa fUr das Planetensystem ist & das Verhdltnis

der Planetenmassen zur Sonnenmasse, d.h, von der Grdssenordnung
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1/1000, Wdhrend Umlaufszeiten typisch Jahre betragen, wird
sich die Gestalt der Planetenbahnen frihestens in Tausenden
von Jahren dndern. Tatsdchlich dauert dies noch viel lé&nger,
sonst wiirden sich in kurzer Zeit schreckliche Klimaverdn-
derungen abspielen,

Betrachten wir nun eine Zeit T , die lang ist im
Vergleich zu 2x/w , aber kurz, verglichen mit é Z&ﬁ .

In der Zeit T ist die Aenderung der J natiirlich klein,

Auf Grund von (10.63) erwarten wir

1 T
A gTd S o(u(t),3) 8t 1 ,
o]

wobei rechts die ungesttrte Bewegung zu (10.62) eingesetzt
werden darf, Da die Zeit T gross ist im Vergleich zu 2x/o ,
steht in der eckigen Klammer ungef&hr das Zeitmittel der un-
gestdrten Bewegung. FiUr die langsame Zeitvariable T:i= £t

bekommen wir deshalb

ji%:t: 31: As  ungestOrtes Zeitmittel von g .

Im nichtentarteten Fall ist aber nach dem Satz von UWeyl

(p. 153 ) das Zeitmittel gleich dem rdumlichen Mittel iber

den Torus, und deshalb erwarten wir d3/dwc ~dg> , was der
gemittelten Gleichung (10.64) entspricht. Dieser systematischen
Aenderung werden natiirlich kurzzeitige Oszillatiocnen auf

Zeitskalen 2x/w iberlagert sein (vgl. Fig. 10.4) .

L2
£ ©

t=
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Dieses Bild ist intuitiv besonders gut verstandlich,
wenn man die Aenderung der J als Bild der Projektion
X TFxgx-———e>-Z§ y, (W,J) +—> J der Phasenbahnen zum

nicht ganz vertikalen Vektorfeld

w+gf W f
X = = + & = XO + gXl (10.65)
€9 0 8]
auffasst (vgl. Fig. 10.5).
Xot €X,
XOT
N ~ N
\ \ \
\ \ \
] ! ,'
) I
N 7 !
T

A

Fig, 10.5. Projektion des Phasenraumes auf den Varia-

tionsbereich A der Wirkungsvariablen,

Beispiel: Fir f = 1 betrachten wir die gestdrte Gleichung

le

U=uo, = & (a+b cos w) ., (10.66)
Die gemittelte Gleichung ist

[ ]

I =€a ==> I(t) = gat + I, .

Fiur die L&sung der exakten Gleichung findet man

3(t) = 1(t) + 22in ot

Der Unterschied zur gemittelten L&sung ist alsoc ein kleiner

oszillierender Term.

Fiir ein Hamiltonsches System mit Hamiltonfunktion
HO(J) + £ Hl(u,J) ist g(w,d) = - H;/?w und folglich

£g> =0 . Das gemittelte System ist deshalb



- 278 -

]
I = 0 , (10.67)

deh., die Wirkungsvariablen erleiden keine sdkulare Aenderung.
Fir f =1 1l&dsst sich nun relativ leicht der fol-

gende Satz beweisen.

Satz 10.3 (Mittelungssatz): Falls o(Jd) in A nirgends

verschwindet, so gibt es fir alle hinreichend kleinen &£

eine £ ~unabhdngige Konstante C , derart, dass

[3(t) - 1(t)L ce ruralle 0<t<s
Beweis: Siehe [8], p.294 , oder [5], p. 143 fFf.

Bemerkung: Fiur f > 1 1ist die Situation viel schwieriger,

weil die Resonanzpunkte -{JGEZS : (m,w(3)) = 0 fur ein

m \\;Z?F\\A_Oq } i.a. in A dicht liegen. Fiir eine sehr

lesbare Diskussion verweise ich auf [5], §§ 18.

Nun betrachten wir Hamiltonsche Systeme mit langsamer
zeitlicher Veridnderung: H(q,p; &t) . Zum Beispiel werde
die Pendellange im Vergleich zur Periode langsam verdndert

(Fig. 10.6).

<> schnell

Fige. 10.6
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Eine Grosse J(gq,p,\) heisst adiabatische Invariante

der H-Dynamik, falls fiur Losungskurven (q(t), p(t) zu

jedem &> 0 ein g, existiert, so dass fir alle E(EO

(3Ca(e),p(t)52¢) - 3(a(0),p(0);0){ < & rir alle

Ot < 1l/e. . (10.68)

Physikalischer ausgedrickt, &dndert sich eine adiabatische

Invariante iber Zeiten der Ordnung éi %l nur um 0O(&) .
Fir f = 1 betrachten wir nun ein solches Gebiet des
Phasenraumes, in welchem die Phasenbahnen H(q,p; \) = E

fir jeden Wert von PN geschlossen sind. Dann kdnnen wir fir
jedes feste A wie in §l[].2 Winkel- und Yirkungsvariablen
einfihren. Sei 5S(q,J;A) die erzeugende Funktion fir die
6\- abhdngige kanonische Transformation q,p =2 w,J, so
gilt nach (10.20)

p =§%e§ (@,3;%) , =9§—§(q,3; a) . (10.69)

Wir erinnern an (10.18), wonach

I(g,p; N) = é— %; pdq (10.70)

X
ist, wobei sich die Integrale fir festes 5\ um die geschlos~
sene Phasenbahn durch den Punkt (q,p) erstreckt.
Es sei H_ (3;N) = H(g,p;A) . Ist nun ‘XN=g€t , so
liegt eine zeitabhidngige kanonische Transformation vor, mit
der neuen Hamiltonfunktion (siehe (7.72))

_ 0S5 _ Qs
K—HO+5—t'—HO+E—;)-K. (10.71)

Die zugehdrigen Bewegungsgleichungen lauten
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. X

wo=w(d,N) + £F(v,3;N) , £ = 33N

3= €9q(u,3; ) , 9 =—§ﬁ;§¥i

/; =& . (10.72)
Das dazugehodrige gemittelte System ist

1- &<g>, A - £ . (10.73)

Falls w(J,N) nirgends verschuindet, dirfen wir das Mit-
telungstheorem 10.3 verwenden. Da < g> of fensichtlich

verschuindet, gilt der

Satz 10.4 (Adiabatensatz): Die Uirkungsvariable ist

eine adiabatische Invariante,

Beispiele:

1. Hamonischey Oszillator mit langsam variierender frequenz.
Nach (10.35) ist fir einen harmonischen Oszillator das Ver-

hdltnis Energie/Frequenz eine adiabatische Invariante.

2. Bewegung eines Elektrans in einem fast homogenen feld.
Die Bewegungsgleichung lautet nach (3.12)

]
vEo. Ay o, w =->=18 (10.74)

Man sieht leicht, dass dies die Euler-Gleichung zur Lagrange-

funktion
m 2
L =7 x" + }5'2 (10.75)
ist, uobei/u das magnetische Moment der Teilchenbewegung
ist,
e .
[{ = 5= L (L: Bahndrehimpuls) , (10.76)

In Zylinderkoordinaten (r, w, z) wird daraus



- 281 -

L = (}2+ r262+ 22) + %E B rzé .

NE

Za @ zyklisch ist, gilt

2
20 eBr™ _
pm =m7r ¢ + o = const,

Die radiale Gleichuﬁg lautet ferner

s3]

(14 e

mr-r1ro (mo+ ) =0 .

|

Fir eine stationire Losung mit r, 5 konstant gilt

b = - - 28 -
9=, = - == (Larmer-Frequenz) .
Dann gilt Pp = — eBrz/Zc und die Wirkungsvariable ist

deshalb
2
_ _ _ xeBr
J'ﬂ_ %pmd(p - c °

Aber aus (10.76) folgt K= r?¢ , oder mit (10.80)

2
e T
C =+2/4L/ulco

Deshalb erhalten wir

3 = =2x 4B - 2wmcC fb .
] wc =]

Nach dem Adiabatensatz ist deshalb /L fir geniigend lang-
same Variationen des Magnetfeldes eine adiabatische In-
variante., Nach (10.81) bedeutet dies auch, dass B mal
die Fldche der Bahn invariant ist unter adiabatischen
Stérungen, Dies hat wichtige Anwendungen (magnetiéche Fla=-

schen, etc,).

(10.77)

(10.78)

(10.79)

(10.80) .

(10.81)

(10.82)

(10.83)
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10,5 Qualitatives Verhalten von autonomen kanonischen

Systemen in der N&he von integrablen Systemen

Ich erinnere zundchst an die Situation, welche bei einem
integrablen System vorlieqt., Der Phasenraum ist TFXZS ’
A;C_FJ . Die Winkelvariablen Wireoey Wo (mod 2x) para-
metrisieren den f-dimensionalen Torus und die Wirkungs-
variablen J das Gebiet A . Zusammen bilden sie ein ka=-
nonisches Koordinatensystem, d.h. die symplektische Form ist
gleich :E: dui/\ dJi . Die Hamiltonfunktion ist nur eine
Funktion HO(J) der Wirkungsvariablen. Deshalb sind Jireeesdp
Integrale der Bewegung und fir jeden festen Wert Je&/Z\ ver-
lauft die Bewegung auf einem f-dimensionalen Torus, d.h, der

Fluss zu XH ist

0
(oH
¢t: (W, 1) +—= (uw+tw(3), 3) , (3) =7-5—°-. (10.84)
Die Eigenschaften dieses Flusses sind sehr unterschied-
lich, je nach dem ob die Frequenzen w(J) rational unab~-
hédngig sind oder nicht. Im ersten Fall umspinnt die Bahn
durch jeden Punkt den Torus dicht und die quasiperiodische

Bewegung auf dem Torus ist ergodisch (siehe p. 152 FF).

Man spricht dann von nichtresonanten Tori. Diese haben fir

den nichtentarteten Fall

det (%‘_ﬁ’?) £ 0 (10.85)

das volle Lebesquesche Mass, Die resonanten Tori liegen aber

i.a, dicht.
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Nun storen wir das Hamiltonsche System leicht:

H = HO(J) + ;,Hl(u,:}) , £ J«1 (10.86)

Poincaré bezeichnete die Untersuchung der Stdrungen von guasi-
periodischen Bewegungen als fundamentales Problem der Oynamik.
Die formalen Storungsmethoden des 18, und des 19. Jahr-
hunderts hatten zwar grosse quantitative Erfolge *) Zu ver-
zeichnen, konnten aber keine Information der Bewegung iber
unendlich lange Zeitintervalle geben. In seiner Preisschrift
zeigte Poincarg, dass diese Methoden i.a. zu divergentsn Std-
rungsreihen fihren, deren Ursache in den kleinaen auftauchenden
Nennern liegt (vgl. die Diskussion auf S. 272), und er bewies
einen ziemlich allgemeinen Satz in dieser Richtung. Jedoch
schon Weierstrass erkannte , dass der Poincarésche Beueis die
Existenz von quasiperiodischen Ldsungen nicht ausschliesst.
Wie recht er hatte, zeigten erst die neueren Entwicklungen in

den 60iger Jahren dieses Jahrhunderts, welche als KAM-Theorie

bezeichnet werden. (Das Akronym KAM steht fiur Kolmogorov, Ar-

nold und Moser.)

*)

Auf besohders eindrickliche Weise dokumentiert dies die Ent-
deckung des Planeten Neptun. 1781 hatte f.W., Herschel ent-
deckt, dass der Planet Uranus nicht die berechnete Bahn
einhielt., Oies fihrte 1840 Bessel dazu, die Existenz eines

weiteren Planeten zu postulieren., Adams und Le Verrier

fihrten daraufhin die dazugehdrigen Rechnungen aus. Nach-
dem J, Galle 1846 die Rechnungen von Le Verrier erhielt,
fand er schon nach etwa einer Stunde den vorausgesagten

Planeten Neptun,
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Das Hauptresultat der KAM-Theorie garantiert die Exi-
stenz von quasiperiodischen LGsungen fir gewisse Klassen von
Differentialgleichungen, die das N-Korperproblem einschlies-
sen. Eine passende StGrungsreihe stellt sich ndmlich fir be-
stimmte Wahlen der frequenzen als konvergent heraus, widhrend
sie fir andere frequenzen sinnlos wird. Die Bahnen, die eine
solche Darstellung zulassen, sind solche, fir welche in ei-
nem starken Sinne (siehe unten) keine Resonanz eintritt., Da
aber solche Bahnen beliebig nahe an anderen liegen k&nnen,
ist es durchaus mdglich, dass eine beliebig kleine St@rung
der Anfangswerte einer quasiperiodischen Bahn diese in eine
unstabile verwandelt., Jedoch kann man zeigen, dass die un-

stabilen Bahnen sehr viel seltener sind.

Etwas genauer besagt das

KAM-Theorem: Ffalls ein ungestdrtes System nichtentartet

ist, dann werden fir genigend kleine autonome Hamiltonsche
Storungen die meisten nichtresonanten Tori lediglich leicht
deformiert, so dass auch im Phasenraum des gestdrten Sy-
stems invariante Tori existieren, welche von den Phasen-
bahnen dicht und quasiperiodisch umsponnen werden, wobei
die Frequenzen rational unabha@ngig sind.

Diese invarianten Tori bilden die Mehrheit in dem Sin-
ne, dass das Mass des Komplements ihrer Vereinigqung klein

ist, wenn die St8rung schwach ist.

Die Beweisidee dieses Satzes geht auf Kolmogorov zu-
rick und beruht, grob gesprochen, auf der folgenden Strategie.

Zundchst wahlt man die frequenzen w so, dass sie
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nicht nur rational unabhingiq sind, sondern auch die fol-
genden Bedingungen erfillen: es existieren Konstanten C

und »» , so dass

[(w, )l > ¢ KIT> fur alle ke Z\ 4ol . (10.87)

Man kann zeigen, dass solche frequenzen fir genudgend gros-
ses » (z.B. »= f+1) das volle Mass haben.

Als ndchstes sucht man nunh nach invarianten Tori des
gestdrten Systems, auf welchen die quasiperiodische Bewegung
mit denselben fFrequenzen verlduft. (In der iblichen Storungs-
theorie #ndern sich die Frequenzen in jeder Ordnung; vgl.

é; 10.3.) Dabei verwendet man anstelle der iiblichen StB8rungs-
reihen einen ausserordentlich stark konvergierenden Iterations-
prozess, der den Einfluss der kleinen Nenner kompensiert.
Dieser gleicht dem Newtonschen Verfahren zur Berechnung von
Nullstellen einer reellen Funktion.

Auf Umwegen beweist dies dann die Konvergenz einer pas-

senden Stdrungsreihe (modifizierte Lindstedt Reihe), welche
erstmals bei Poincaré vorkommt (Band 2 der "mé&canique celeste").

Die Umsetzung der Ideen von Kolmogorov in wirkliche
Beweise erforderte eine ausgefeilte Abschatzungstechnik und
wurde in analytischer Schuerarbeit erstmals im Jahre 1963 von
Kolmogorovs Schiiler Arnold ausgefihrt., Dies stellt die Losung
der urspringlichen Preisaufgabe (siehe S. 273 ) dar.

Wir wollen uns dem Fall f = 2 noch naher zuwenden.

Zundchst betrachten wir nochmals das ungestérte Problem.
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> W

Die Energiefl&che ist dann eine 3-dimensionale Man-
nigfaltigkeit, die von invarianten Tori gefasert ist. Jede
Bahn bleibt auf einem festen Torus und durchdringt den
Querschnitt W, = 0 mit der frequenz O, . Die Bahnen

definieren also eine sog, Transversalabbildung T eines

Kreisringes auf sich: Sei 9‘= Wy » T = V Jl, dann ist
T von der Form

T: (fS',r) — (/19+ a(r),r) (Oérl< r< r2) .

Falls a'(r) #0 nennt man T eine Tuist-Abbildung. Die

Kreise sind unter T invariant,

\/

Fir a(r)/2x =p/g , p,a€Z , (p,q) =1 , besteht ein in-
varianter Kreis [; aus periodischen Punkten, welche pe-
riodischen Bahnen entsprechen. Ist hingegeben a(r)/2x ir-

rational, dann ist jede Bahn dicht, d.h.
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heZ&

und T ist ergodisch auf {~r .

Nun werde wieder das integrable System "leicht gestort".
Wir betrachten wieder die Transversalabbildung restringiert
auf die Energiefldche. Diese ist, wie man zeigen kann, immer

symplektisch, Sie hat die form

F e Vralr) + F(F,r)
r v+—= r +g(~,r) ,

Was passiert jetzt mit den invarianten Kreisen unter der ge-
stérten Twist-Abbildung ? Nach Birkhoff und der KAM-Theorie

kann man dazu folgendes sagen.

1) Falls a(r)/2x rational ist, dann ldst sich der Kreis
von periodischen Fixpunkten allgemein zu reden in eine
endliche gerade Zahl von abwechselnd elliptischen und hy-

perbolischen periodischen Punkten auf.

2) Falls a(r)/2x im Sinne von (10.87) sehr irrational ist
(und das ist fiir hinreichend kleine Stdrungen fir sehr viele
Zahlen der Fall), dann erleidet der Kreis nur eine kleine

Deformation,.

Damit erhalten wir das folgende Bild:
(i) Die meisten Kreise (im Sinne des Lebesque-Masses)

werden durch eine kleine Stdrung nur schwach deformiert.

(ii) Eine Uberall dichte Menge von Kreisen wird vollstidn-
dig in isolierte elliptische und hyperbolische pe-

riodische Punkte aufgelGst.
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(iii) In der Umgebung jedes elliptischen periodischen
Punktes treten die Phinomene (i) und (ii) allge-
mein zu reden erneut auf,

(iv) Jeder hyperbolische Fixpunkt tridgt mit sich eine
expandierende und eine kontrahierende "Mannigfal-

tigkeit™.

Diese "Mannigfaltigkeiten" werden sich im allgemei-

nen schneiden und geben Anlass zu sog. homozyklischen

Punkten, in deren NZhe die Bahnen sehr kompliziert sind.

Aehnliche Verhdltnisse bestehen bei periodischen hy-

perbolischan Punkten.

All dies ist in der folgenden beriihmten Skizze von Arnold

dargestellt.
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Fige 10.7. Arncld-Skizze

Die Analyse liefert Uberdies noch eine quantitative Di-
vidende: Wenn die Eigenwerte von CY(p) fir einen ellip-
tischen Fixpunkt p keine 3. oder 4, Einheitswurzeln sind,
dann gibt es eine kanonische Invariante von Birkhoff, de-
ren Nichtverschuwinden Stabilitdt zur Folge hat {(Moser-

sches Twisttheorem)., Moser hat dieses Kriterium auf die

Verteilung der Asterciden angewandt und damit das Auftreten
von verbotenen Zonen plausibel gemacht.

Bekanntlich laufen ausser den grossen Planeten mehrere
tausend Planetoiden um die Sonne; ihre Bahnen befinden sich

vor allem zwischen Mars und Jupiter. lhre Massen sind winzig
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und haben deshalb praktisch keinen Einfluss auf die Pla-
neten, Anderseits werden die Planetoiden von Jupiter sehr
wesentlich gestdrt, Evidenz dafir ist eine Beobachtung

von Kirkuood.*) Er bemerkte, dass die Frequenzen der Pla-

netoiden nicht gleichm&dssig iber ein Intervall verteilt

sind, sondern gewisse Liicken, die sog. Kirkwoodschen Llicken,

aufueisen. Man kann sich die Situation &hnlich wie die
(grébsten) Licken im Saturnring vorstellen., Wird die Fre-
quenz der Planetociden mit mp und die des Jupiters mit w4
bezeichnet, so sind die stirksten Licken durch die Formel

95

-
p

= % ’ [n = ml =1,2,3,4 , n,m relativ prim P

gegeben. Genau diese Liicken erwartet man auf Grund des Mo-
serschen Twisttheorems, wenn man die Bewegung der Plane-

toiden als restringiertes 3~Kdrperproblem modelliert.

Mit diesen wenigen Hinweisen muss ich mich begniigen,

*)

aus dem Jahre 1866,
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10,6 Winkel=- und Wirkungsvariable fir mehrfach periodische

Systeme

Wir betrachten nun autonome Systeme, fir welche die verkirzte

HJ-Gleichung ein vollstandiges Integral der form (9.35),

f.‘
U(Qru) = : : Ui(qi,alvOOO’aF) ’ (10088)
i=1
hat., (Wieder sei e = £ .) Fir eine Separationsldsung die-~
ser Art zerfallen die Phasenbahnen auf Grund von
o, _
i .

Py = g, (s Xpaeeenme) o sl f (10.89)

in ein direktes Produkt von Kurven in den (qi,pi) - Phasen-

ebenen, welche durch die Gl. (10.89) bestimmt sind. Fir die-
se Projektionen soll eine der folgenden beiden Mdglichkeiten
zutreffen:

(i) Die Phasenbahn ist geschlossen. In diesem Fall nennt

man die Koordinate q einfach,

(ii) Die Phasenbahn ist in der Koordinate g periodisch

mit einer kleinsten Periode gq_ , wobei (g,p) und
(q+q0,p) den gleichen Zustand beschreiben., In die-
sem Fall ist g eine winkelartige, sog. mehrfache

Koordinate,

Ein System mit diesen Eigenschaften nennen wir ein mehrfach

periodisches System,

Ein Beispiel, welches je nach Energie beide Falle (i)

und (ii) enth#lt, ist das ebene Pendel mit g = Auslenkungs-
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winkel ¢ . Fir kleine Energien pendelt ® zwischen zwei
Werten @  und - @, hin und her (vgl. Fig. 10.8); fur
grosse Energien Uberschlidgt sich das Pendel und @ wichst
mit der Zeit laufend an, aber g =9 und q = v + 2x sind
zu identifizieren. (Statt der Phasenebene sollte man den

Mantel eines Zylindersbetrachten.)

m

N
\//\

-—— P — —
_—— e —

Fig. 10.8

Wir konnen nun die Ueberlegungen von S. 259 ff auf die
mehrfach periodischen Systeme (bertragen. Wie in (10,.18)

definieren wir die Wirkungsvariablen Jk durch

CHu
3, (x x.) = 3= ®Dp, dq = +— X(q, ,a x. )dq
k\EpreeesOp o k “%T 22 J og Tk Frr e/ 00e

(10.90)
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Das Integral ist Uber die geschlossene Phasenbahn, bzuw.
uber eine Periode von Q, 2zu erstrecken.
Im allgemeinen wird es mdglich sein, die Funktionen

Jk(al""'af) (k = 1,...,f) nach Xjseee,x. aufzuldsen.

£s sei dann P
$(q,3):= U(q,x(3)) = E Si(qi,Jl,...,JF) . (10.91)
i=1
Die zu den Jk kanonisch konjugierten Winkelvariablen er-
geben sich aus S
2% EE: s,
uk =(ﬁk= Tj;(qi,Jl,...,JF) . (10.92)
i=1

Die neue Hamiltaonfunktion ist dann E(Jl""’JF) = aF(Jl,...,JF) .

Wieder gilt

Gk =0 = ngk = const. (10.93)
Aus (10.92) folgt
2
O - T (10.94)
9 REGERS

Anderseits folgt aus (10.90)

3. = 1 (03;

i o ~T, dq (10.95)

i

und daraus durch Differentiation

2
s .1 o 34

ik > 379 3, da; . (10.96)

Nun betrachten wir im Raum der (ql,...,qF) irgend

eine glatte Kurve X » die so verldauft, dass jedes a;

einzeln eine Anzahl n; (ni =0, +#1, + 2,...) seiner

eigenen Perioden durchlduft. Die Aenderung Av beim
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Ourchlaufen einer solchen Kurve ergibt sich aus (10.94)

und (10.96) zu

2
= §F' 9 ! d = 2 'EF' 8 = 2 (
Auk = m qi = 2x ik ni =2xn . 10.97)
-6 i=1 i=1

Dies zeigt: Ist a, eine einfache Variable, so ist qk(u,J)
als Aufldsung von (10.92) eine mehrfach periodische Funktion
in den Winkelvariablen:

q (U +2xn XEEEL +2xN ,J ,.:o’J ) = q (U XEEERY ,J OO.I’J )o
k"1 1 f fr=1 £ k"1 £l f

(10.98)
Ist qy eine mehrfache Variable mit einer Periode qE ,
so folgt entsprechend
qk(u+2rn,3) = qk(u,J) + nqg , N& & . (10.99)

Beispiel: Die Keplerbewegung

Fir dieses Beispiel haben wir bereits ein vollstdndiges Inte-
gral der HJ-Gleichung der Form (10.88) gefunden (siehe 9.33)).

Nach (10.90) und (9.33) sind die Wirkungsvariablen

PR S SRR W Sl do = «
¢ 2x 0] 2x /1 @
Iy = 2O p d'3‘=-l——C%\/a2 - o2/ sindF g%
* = 2% % 2% o @
. 1
_ L - L V) - o2 /p2
I, = > pdr = 5= é?\me(E V) ay /r dr . (1o0.100)

Wir betrachten nur €< 0 (gebundene Bahnen) fir das Kepler-
potential V(r) = - k/r . Die Integrale in (10.100) lassen

sich mit funktionentheoretischen Methoden elegant berechnean,
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Man erh#lt (siehe Anhang II1)
J§\ = as_- am

k
s JE—. - ay . (10.101)
T \-{-2m E &

Daraus erhalten wir fiir die Enerqgie als Funktion der Wir-

kungsvariablen:

mk2
E(]) = - - > (1o0.102)
2(Jr+30‘+3m)

Fir die Bestimmung der Winkelvariablen Wy missen
wir W durch (r,g},w) und (Jr, 30,, Jm) ausdricken.
Aus (9.33), (10.100) und (10,101) erhalten wir sofort

S = Sr + S{* + S(p ’

mit

S‘p = J(p ¢

_ 2 2, . 2%
Sy = g \ﬁamu\} ) 35 /sin F dar
27
k (3y+34)

Sr = 2m [E(Jr, q&,Jm) + ?] - ——;E——— dr . (10.103)
Die Winkelvariablen bestimmen sich aus

W -5 _ ber + (b59_+ @

- - ¢
@ (ZJw ?BJQ ‘33@
W ()Sr + rb5$
S
W = (10.104)

= —2L
r ber
Auf die anschauliche Bedeutung der Winkelvariablen kommen

wir zuritck. An dieser Stelle wollen wir die Ausdricke (10.104)
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nicht weiter auswerten.

Die neue Hamiltonfunktion (10.102) hingt nur von der
Summe (Jr+ 36% + Jm) ab. Deshalb sind die Frequenzen
w, = (bE/‘DJk einander gleich,

mk2

) (3, +35 +3,)°

Ll)k= w3

. (10.105)
Die zugehdrige Periode ist mit (10.102)

2
T = EI = v k -§EE , (10.106)

entsprechend dem 3, Keplerschen Gesetz (die grosse Halbachse
a 1ist gleich - k/2E) .

Die Gleichheit der Frequenzen rihrt davon her, dass
die Ellipsenbahnen geschlossen sind und also nur eine ein-
zige Periode vorliegt. Man sagt, das System sei entartet.

Der Entartungsgrad ist allgemein f minus die Zahl der un-

abhéngigen frequenzen. In unserem Beispiel ist der Entartungs-—

grad gleich 2,

10.7 Stdrungstheorie fiur entartete Systeme

Fir entartete Systeme gibt es ein megZ?F\\{DE mit (m,w) =0 ’
wie dies z.B. bei der Kepler-Bewegung der Fall ist, In dieser
Situation empfiehlt es sich, durch eine geeignete lineare
kanonische Transformation zu neuen Winkel- und Wirkungs-
variablen (w',J') Uberzugehen, so dass 0lyee. 0! ra-

tional unabhdngiq sind und die ibrigen frequenzen verschwinden,
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Dies lasst sich immer erreichen, wie wir als nichstes aus-
fihren wollen.

Die Fregquenzen {(m,m)l méZF} bilden einen Mo-
dulxﬂL mit den ganzen Zahlen <& als Koeffizientenbereich,
Im entarteten Fall sind die Wygeeeyo linear abhangig.
Es sei w'l,...,w'm y ML f , eine Basis von bbt. (Die

w'l,...,w'm sind also rational unabhingig.) Dann gibt es

eine Darstellung der o, von der Form
m
- |}
(.I.)k = § aka w o ’ akae Z .
x=1

Der Rang der fxm~Matrix (aka) ist natiirlich gleich m .

Sie ldsst sich deshalb zu einer ganzzahligen fxf-Matrix

A = (akﬁ) so erweitern, dass deren {(ganzzahlige) Determi-
nante nicht verschuindet, Damit ist o = Aw' , o'= (w'l,...,
w'm,D,...,O) . Umgekehrt ist o' = A" w wund deshalb muss

auch A-l aus lauter ganzzahligen Matrixelementen bestehen.
Da det A det A-l= 1 und beide Faktoren ganzzahlig sind, so
missen sie gleich 1 sein. Also ist A eine ganzzahlige

unimodulare Matrix (detA= 1) .

Es gibt also eine ganzzahlige unimodulare Matrix A

derart, dass Auw = (m'l,...,w'm,D,...O) , wobel die ' ,...0'
rational unabh&ngig sind. Damit sind auch die Matrizen A-l
und A_lT ganzzahlig und unimodular,

Nun ist die Transformation

w' = Auw, 3' = (A1 3 (10.107)

kanonisch, da 23, du, =2 3J' du', . Weil die u und

w' sich durch ganzzahlige Transformationen auseinander
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berechnen lassen, sind die (w',3') zu den (w,J) gqleich-
berechtigte Winkel-und Wirkungsvariable.
Nach dieser kanonischen Transformation eines Fem)-

fach entarteten Systems lassen wir die Striche wieder Weg.

Die Verallgemeinerung der stdrungstheoretischen Ndherung
(10.30) auf den entarteten Fall wird nun darin bestehen,

dass Hl nur Uber den Torus T" zu den grsten m Winkel-
variablen gemittelt wird. Nach dem Satz von Weyl (p. 153 )
ist dieses Mittel <fFHﬁ> auch gleich dem zeitlichen Mittel
iber die ungestdrte Bewegung. Im allgemeinen ist /£ H£> dann
noch eine Funktion von (Jl""’JF’ umM,...,UF) .

Die sdkularen St@rungsgleichungen zerfallen damit in

zuei Teile:

(i) U, =0 (3) + ===, 3 =0 Ffir k=l,...,m , (10.108)
k k D 311 k
11 uk = "“'—"]——, k = - —(5U—— ur = M+ 9000y .
Tk k (10.109)

Aus (10.108) folgt, dass die Jyseee,d konstant sind.
Bericksichtigt man dies in (10.109), so wird dies ein redu-
ziertes Hamiltonsches System in f-m Variablen (f-m = Ent-

artungsqrad). Nach dem dieses gelost ist, ist die rechte Seite

von (10.108) bekannt, so dass man durch eine einfache Zeit-

integration auch die Wiseeoy findet.

Beispiel: Stdrungen des Keplerproblems

Zundchst iben wir auf die in & 10.6 eingefihrten Winkel-

und Wirkungsvariable sine kanonische Transformation der Form
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(10.107) aus. Es sei

U
N
1
-
<
+
U
1l
R
P

(10.110)

Diese Transformation ist, wie man leicht sieht, unimodular.
Die Hamiltonfunktion h3dngt jetzt nur noch von 33 ab., Nach

(10.102) ist

mk2
£E(3) = - 5— . (10.111)
23]
3
Oie Wirkungsvariablen, welche zu den neuen Jk gehdren, be-
zeichnen wir mit Wiy Wyy WUg w Natirlich ist jetzt Wy = 0, = 0
und W ist die mittlere Umlaufsfrequenz in (10.106).

Die kanonischen Koordinaten (ul, Woy Woy Jl, 32, 33)

sind die sog. Delauneyschen Bahnelemente, fir ihre anschauliche

Interpretation erinnern wir an die Gl. (2.49) und (2.50) der

Keplerbeswegung:
2

2
T=—2 . -l aa-g),
l+ £cos o
2 2eL?
g?- 1 4 2EL (10.112)
mk
vun ist L2 = x? p%- (xep)?= r%(p®-p2) , d.h.
2 2 L2
E—pr+'_2'o

r

Anderseits gilt (siehe (9.28)) )

p
2 2 1 2 0
p% = pf + H(p +___>
r 2 Y sin2é*

r
und damit

25 (10.113)

—
[
ho]
2
+
jol
N
=
~N
0]
[
3
2
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Nach (9.32) ist deshalb L°= g§~ und folglich nach (10.110)

Jj, = L. (10.114)

3z 22
= —— g? =1 - 2
P mk ? 2
J
5 3
J J,3
a=—E> -2 poa |1- e e (10.115)
1 -¢
Da ferner LZ = Py = oy = Jl ist, erhalten wir fir den

Inklipationswinkel i = Afl(z—Achse, L : Normale zur Bahnebene)

cos i = & = =L, (10.116)
T 3,

Etwas weniger direkt ist die Interpretation von Wy

und W, . Ihre Bedeutung ist die folgende (siehe Fig. 10.9):

Normale z
i Perihel
//
A y
s
L Bahn
X T
\Knotenlinie
Fig. 10.9

Wy : UWinkel zwischen der x-Achse und der Knotenlinie
(SChnittgerade der Bahnebene mit der xy-Ebene des

Inertialsystems);
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W : Winkelabstand des Perihels von der Knotenlinie.

Mit den Bezeichnung in fig. 10.9 ist also

w, = 2 , W, = 0 . (10.117)

FUr einen Beweis verweise ich auf [10], Abschnitt 10.7.

Die Winkelvariable u3 bezeichnet man auch als die

mittlere Anomalie. Sie bedeutet den Winkelabstand eines ge-

dachten Punktes vom Perihel, der gleichférmig uml&uft und
‘jedesmal gleichzeitig mit dem Planeten das Perihel passiert.

Nun werde das Keplerproblem leicht gestdrt,

(10.118)

Als Beispiel betrachten wir hier ein stdrendes Potential sv(r) .

Zunachst wdhlen wir

H = 6V = 8/c? . (10.119)

fir die Gl., (10.109) bendtigen wir den zeitlichen Mittelwert

2% 1 2%
1 ! 6( rzé o 05 de
L8V >> = T av dt = B jz‘ . =B —]5;—;—
0 o adm o r de
1
= B Py
Nach (10.115) ist deshalb
B m2k2
LoV> = T . (10.120)
3293
Daraus folgt zundchst, dass alle ] konstant bleiben.

K
Fir die Frequenz der Perihelbewequng ergibt sich mit (10.117)

o Rgev> g miE
2 = o3, T 2 3
2 13
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Die Umlaufsfrequenz der ungestdrten Bahn ist anderseits

o s BRen A @
3 J
3

N
=

H
|
~
.

Damit ist die Periheldrehung pro Umlauf

o =0, T =~ 25BN - 2x B2, (10.121)
32 (10.114) L

Als Uebungsaufgabe zeige man analog, dass fir &V =5zﬁ3 gilt

2
5= -y 2k | (10.122)
K

Diese Ergebnisse haben wir in den Uebungen auch auf andere

Weise erhalten,
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Kapitel 11, Der starre Kérper

In diesem Kapitel studieren wir die Kinematik und die Dy~
namik des starren Kérpers. Besondere Aufmerksamkeit werden
wir dem krédftefreien und dem schweren symmetrischen Kreisel
mit Fixpunkt widmen. Beide Systeme sind integrabel im Sinne
von §§10.1. Besonderer Wert wird auf eine gruppenthsore-
tische Analyse des Kreiselproblems gelegt werden ( & 11.5).
Letztere l&sst sich vGllig parallel in die Quantenmechanik
ibertragen. Wir beschliessen das Kapitel mit der Konstruktion
von Wirkungs— und Winkelvariablen fiir den schweren symmetri-

schen Kreisel mit Fixpunkt,

11,1 Kinematik des starren Korpers

Wir leiten die Kinematik und die Dynamik eines starren K&r-

pers aus dem N-Teilchenmodell in §31.3 mit dusssren Kraften

ex
F.
-1

und inneren Zentralkr&dften Eij durch einen Grenz-
ibergang ab,
Das N-Teilchensystem ist starr, wenn nach Einfihrung

der Schwerpunkts- und Relativkoordinaten,
N

L =
8 =8 +x 5 8=§ = mpog; (2mgx; =0),  (11.1)

i=1
der allgemeine Bewegungszustand eingeschriénkt ist auf sine

Schuwerpunktsbewegung g(t) und eine Rotation:
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x; (¢) = R(t) x! , R(t) & s0(3) , x] = const. (11.2)

Die Zwangs krdfte, welche die Relativkoordinaten bis auf
8ine gemeinsame Rotation festhalten, denken wir uns durch
Zentralkridfte realisiert, die um eine Gleichgewichtslage
stark ricktreibend wirken. Dies ist ein grobes Modell fir
einen Festk&rper.,

Die Konfiguration {,5'1’ i= l,...,N} der Massen ms

bestimmt fir N> 3 ein kdrperfestes Kogrdinatensystem K!'!

Die kinematischen Freiheitsgrade sind (R(t), Q(t)), d.h.
Elemente der Euklidischen Bewegungsgruppe (vgl. §§ll.l).
Aus (11l.1) und (11.2) folgt

- 1
g; = a(t) + Rr(t) x'; . (11.3)
Also gilt nach (2.81) (mit X' = 0)
[] [}
8 =8 +R(a'Ax"y) =0+ sax . (11.4)
Falls K' um a translatiert wird, 5'1 = 5; +a , so gilt
é-i = (é + WARa) + o ARx" , (11.5)

Zu jeder Zeit kann aber a8 so gewdhlt werden, dass

loe.
+

@ A Ra proportional zu w ist., Dies zeigt (Euler):

Ein starrer Korper fiihrt immer eine Schraubenbewequng aus,

dehe, zu jeder Zeit ist der allgemeinste Bewegungszustand
eines starren Kdrpers eine Rotation um eine Achse und eine

Translation parallel zu dieser Achse.

Die kinetische Energie T ist mit (11.1) und (11.4)



- 305 -

s 2 1 2
T =203 mp 3 =M%+ 52 m (wAx,)
deh.
T =T+ T, (11.6)
mit
M =2
T, =54 (11.7)
und
2 2
T, = %iilmi(gp\éi) = %;zjmi(ﬂ'A‘i'i) . (11.8)
2
Da. (anb)® = [be (aeb) ergibt sich
T =328y 0 0, =130 v o | (11.9)
wobei N
eik = ;;E: {‘—nl (in)l (—n)k‘} (11.10)
n=1
und

ik = { l_gl - (x'); (5_'n)k} (11.11)

der JTrégheitstensor im Inertialsystem K , bzw. im kdrper-

festen System K' ist, In Matrixschreibueise gilt die Be-
ziehung
O(t) = R(t) &' rR7I(t) . (11.12)

Fir €' gilt der

Satz 11.1 (Steiner): Beziiglich einer Euklidischen Bewegung

(a,R) transformiert sich G'ke gemidss

B'kd (F%_)i'4 + @,000,Rx! +a) = P’l‘{la\ a, - aé}

§ R B Olkygr (xMpseeenxty) (11.13)
L p/
b ¢
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N
Beweis: Da E m. ltn = 0 liefert die Ausmultiplika-
n=1
tion der linken Seite von (11,13)

N
Z mn{|R_>_<_ln+ 2‘2 Bp - (er'] + a), (Rg(_r; + 2)03'

= 2%{05'4 ral®) sy - Rer) Re')y - ey gl

und dies ist wegen

(R’t'n)‘_< =Z Rkk'(-’i:;)k' ] E Rkk'R,Q_e' 6k'£, = 6k0,(RRT= ]_)

k! k!

gleich der rechten Seite von (11,13), 1

Speziell fiir R = 1 erhalten wir aus (11,13)

0, (x' +aseersx'ysa) = nd1al? 5y - s 2t + 0 (5 1renesn'y) -

(11.14)
Fir a = 0 transformiert sich g'kQ Wwie ein Tensor 2. Stufe:
Q'kQ(RL'l,---,RE_'N) = ; Rkk'R,Qf_' Q'k 'L'(ﬁ'l"”’-)-("N) .

k'g! (11.15)

Nun betrachten wir den Drehimpuls des N-~Teilchensystems,

Mit (1l.1) und (11.4) erhalten wir

L=2. My a8, =Ly + Lo (11.16)
mit
Ly =M aad (11.17)
und
N
2
Er = ::%: my 2 AleAx) = DT m lix ) Temx (xe w)],  (11.18)
n=1 n=1
dehe
0T,
-_—T = e 2. = (a'u—) g (ll.lg)

Nach (11.9) gilt damit auch
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T, =3 Laew. (11.20)

Wir definieren den kdrperfesten (relativen) Drehimpuls L'r

durch
— 1

L. =2 R L - (11.21)

Fur diesen gilt analog
Lo =R L =F 0a=R8R(R 0)=0"a',
dehe
(bTr
L'y =8 = e | (11.22)

Im Grenzfall einer kontinuierlichen Massenverteilung

mit Massendichte .?'(x') im kdrperfesten System wird
2 ‘ 3
1 — 1 1 1 - 1 1 1
e ko= S 9 (x )é;|x | 6k2 x' Xp z d™x' ., (11.23)

Da ©' eine symmetrische Matrix ist, die sich unter Orehun-

/ -
gen gemdss (11.15) transformiert (' —e— R 6 R l) , ldsst

sie sich stets durch eine Rotation R'e S0(3) auf Diago-

nalform bringen (Hauptachsen-Transf.,):

»y
" o! © R'T (11.24)

6! = R !
O " &

(R* ist natiirlich zeitunabhidngig,) Die G‘i sind die Haupt-

trdgheitsmomente., Im allgemeinen sind alle G'i voneinander

verschieden. Dann ist der Kodrper unsymmetrisch und sonst

symmetrisch. Fir eine Kugel und einen Uirfel ist &', = 8', = 0'.
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11,2 Die Eulerschen Gleichungen fir den starren Kdrper

Als Ausgangspunkt fir die Bewegungsgleichungen eines star-

ren Kdrpers benutzen wir den Impulssatz (1.38),

M ﬁ = Eex : gesamte Hussere Kraft , (11.25)

sowie den Drehimpulssatz (1.56),
L =0, (11.26)
wobei D =':Z,g A F®*  das Drehmoment der Husseren Krifte
- n = n
ist., Aus (11.17) und (11.25) folgt
[] .
Ly =MQAQ = QAFE™" =: D (11.27)

und daher aus (11.26) und (11.16)

. N

_ _ ex
L‘-r = —D-r ’ Qr = E' fn/\f_ noe (ll.28)
n=1

Die Gleichungen (11.25) und (11.28) stellen ein Sy-
stem von sechs Differentialgleichungen fir die kinematischen
Variablen (Q(t), R(t)) dar. Da L. = B(t) w(t) wund

C2(t) = R(t) R—l(t) , sind diese von 2. Ordnung.

Bemerkung: Damit der Drehimpulssatz in der Form (11.28)

gilt, braucht man an die Schuwerpunktsbewegung keinerlei Be-
dingungen zu stellen. Beim schweren Kreisel mit Fixpunkt
ist es aber beispielsweise nitzlich, den Bezugspunkt des

kbrperfesten Systems zu verschieben, Dies #ndert an (11,28)

nichts, wenn in =a + X (anstelle von (11,1)) a = 0O
q, Xn a

ist., Dann folgt ndmlich aus

¢ .
L=2 m g Ad, s Ly =2 m xAXx,

]
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die Beziehung

L] S— L J

L=2om gAf =anZ om g + > m X AX

= L +aA2m g .

Da ferner
ex ex ex
= 2V x N4 a A 2O = Do+ aADE]

folgt mit (11.25) wieder die Gl. (11.28).

o

Nun schreiben wir (11.28) in das kdrperfeste System umm,

Es sei D =: RD dann folgt aus (2.80)

!
T ’
w'AL!) = RD!

i
0
P

I~
-
+

L+ o'ALl =D (11.29)
oder mit (11.22)

B'h' + u'A (0'0') = D! . (11.30)

Digs sind die Eulerschen Gleichungen. In Komponenten lauten

sie

0! &1 + 0! ! (ev_ el) = D!
1 71 2 73 3 2 rl °? (11.31)

und zyklisch,

Selbst fir D =0 (kriftefreier Kreisel) stellt (11.31)
ein nichtlineares (!) Differentialgleichungssystem dar. Die

Kirpereigenschaften gehen iber die Haupttrdgheitsmomente ein.
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11,3 Der kraftefreie Kreisel

Fir diesen ist die Schwerpunktsbewegung trivial: é =0,
Um die Rotation um den Schwerpunkt zu bestimmen, missen wir

die kraftefreien Eulerschen Gleichungen

6! bi =o', 0', (6'2- 9'3) und zyklisch (11.32)

lésen, Die Bewegung ergibt sich sodann aus der Ldsung von

' (t) = R(E)TT R(t) . (11.33)

Dieses Problem ist integrabel im Sinne von & 10.l. Wir wer-
den namlich auf gruppentheoretischem Wege in & 11.5 sehen,
dass in der kanonischen Formulierung H = T , { LI und L3
dreil unabhdngige Integrale in Involution sind.

Zundchst betrachten wir den einfachen Fall des krifte-—

freien symmetrischen Kreisels mit 9'1 = 9'2 # 6'3 # 0 . Dann

werden die Eulerschen Gleichungen trivial: Zunidchst ist

' Y - -
8'; w'y =0 => o'; = const. (11.34)
Mit o' := w'3(6'3-6'1)/9'l = const, lauten die verbleibenden
Gleichungen
A | 1 Wt = g 1
o'y, = o' el ’ o', o' ol (11.35)

mit der LGsung

o'y = o} cos(w'ot +T) , w',= o' sin (w'ot+‘U) , (11.36)

2 L
vobei ql und U weitere Integrationskonstanten sind., Des-
halb gilt
la'? = (0! )24 (0'5)% = const, (11.37)

und o' fihrt um die Figurenachse (d.h. in 2'3-Richtung)
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eine "requldre Prézession" mit konstanter Winkelgeschwin-

digkeit ms aus.
Wir schliessen weiter
= 6' w's = const

l(t) =8', cos(w' t+T) , L'2(t) = G'lwl.sin(m'ot+'C)

Man sieht daraus, dass f' :=g';, o'(t) und L'(t) stets
in einer Ebene liegen., Dasselbe gilt natiirlich auch fir die
entsprechenden Grdssen f, o, L im raumfesten System.

Die requlidre Prdzession sieht deshalb sehr einfach aus:
Im kdrperfesten System rotieren L' und o' um die feste
Figurenachse f' wund im raumfesten System rotieren f und
© um die feste L - Achse. Alle Vektoren bewegen sich auf
Kreisen mit konstanter Winkelgeschwindigkeit. Die Winkel zwi-
schen L , @ und f sind zeitlich konstant, denn fiur die

Zuischenwinkel gilt

Lew
- = 2T
cos £>l = ITie IREX >0

0!

Q.oﬁ = (_n.'.f_! =2 [ﬂ[ cos &'2 = m'3 ==> COS '\9‘2 = .\_?.;.
6'.n!
373

L—-.£=L"_'Qf-' = L'3 6 >COS'%_.— lLl = ‘-L-l - (11.38)

Daraus sieht man auch, dass cos é¥2 und cos%' das gleiche
Vorzeichen haben., Die méglichen Konfigurationen sind in den
Fige 1141 wund 11,2 skizziert. Die Bedsutung der verschieds-
nen Kegel wird aus der Poinsot-Konstruktion weiter unten klar
werden,

Wir driicken noch die Integrationskonstanten m'3 und

o'  durch die Integrale T und lL\z aus, Es ist
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2T =8" (0% )% + 0'5(n",)?
und

tL1? = (012! )% + (8')%(0'5)? . (11.39)
Daraus folgt

2 . .
(o )2 - LLI"- 2T & 3 , (o )2 - 2Te L'Elﬁ' .
+ 07, (67,-875) 3 8, (8"1-8"3) ° (11.40)

Die Integration von (11.33) fir die Lésung (11.34) und

(11.36) werden wir am Schluss von §§11.4 besprechen

" A
L Nutationskegel
Spurkegel Spurkegel ¢ 77" 2T
\ I e Tk T
- ‘1\‘ = -S-- w
N T - P -
\ -
/’—_\_\:_-—-‘ ’\\ “'\ A
~ P - N ’)—
AN Rl Polkegel
S :::_ - \\‘
Nutationskege! Y,
Polkegel
Fig, 11,1 Fig. 11.2

Anwendung (Euler): 1In der Niherung, dass die Erde als krif-
tefreier symmetrischer Kreisel angesehen werden kann, rotiert
der kinematische Nordpol (in Richtung ®') um die Figuren-

achse (geometrischer Nordpol) mit der Periode

T = 2X 2x 8% . (11.41)
= = —— & 300 Tage o4
T — ’
w'y  (8'3-8"))u',

da (9'3-9'1)/6'1_'\4 1/300 ,
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Etwas Aehnliches wird auch beobachtet. Die Amplitude
der Pr&zession ist sehr klein; die Drehachse wandert niemals
mehr als etwa 4.5 m vom Nordpol weg. Die Bahn ist aber sehr
unregelmdssig, und die Grundperiode ist s 430 Tage. Diese
Abweichungen werden verschiedenen Stdrungen zugeschrieben

(atmosphdrische Bewegungen, Erde nicht starr).

Geometrische Diskussion nach Poinsot

Die beiden Erhaltungssitze

L = ;%i = const
wel =2 T = const (11.42)

lassen sich in folgender Weise deuten. Die Kurve t = ao(t) ,
welche wir uns vom ruhenden Schuerpunkt aus gezeichnet denken,
liegt in der raumfesten Ebene, definiert durch die 2. Glei-

chung von (11.42) (invariable Ebene) und gleichzeitig auf

dem Energieellipsoid:

L0, () o () u (t) =27T. (11.43)

Die invariable Ebene ist raumfest, da T und L konstant

sind und steht senkrecht auf L , Das Energieellipsoid ver-
dndert zeitlich seine Lage (@ ist zeitabhdngig), aber die
Hauptachsen sind zeitlich konstant gleich (2T/e'i)% y denn
Z.8' (0',)%/2T = 1 . Uegen der 1. Gleichung in (11.42) steht
L senkrecht auf der Tangentialebene im Punkte ®w des Energie-
ellipsoides., Also ist die invariable Ebene in o Tangential-

ebene des Energieellipsoides (vgl. Fig. 11.3). Da die momentane
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Drehachse von R(t) durch w(t) geht, ist wo(t) momentan

in Ruhe. Daher rollt das (kdrperfeste) Energieellipsoid ab,

ohne zu gleiten. Ausserdem ist der Abstand des Mittelpunktes
des Energieellipsoids von der invariablen Ebene konstant,

denn wel/[L| =2 T/{L| = const,

Energieellipsoids

Polkurve
\ ‘

Figs 11.3

invariable Ebene

Spurkurve

Die Kurve, die durch den Berihrungspunkt auf dem Energie-
ellipsoid beschrieben wird, heisst Polkurve oder Polhodié.
Die entsprechende Kurve auf der invariablen Ebene nennt man

Spurkurve oder Herpolhodie.

Bei gegebenen Anfangsbedingungen ist es ein rein geo-
metrisches Problem, die Spurkurve und die Polkurve zu be-
stimmen. Damit kennt man die Bahn t = o(t) ohne zeit-

lichen Verlauf, Ausserdem gibt die Orientierung des Energie-
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ellipsoides auch die Orientierung des Korpers, da die
Haupttrdgheitsrichtungen iibereinstimmen,

Fir einen symmetrischen Korper ist das Energieellip-

soid ein Rotationsellipsoid. Deshalb ist die Polkurve offen-
sichtlich ein Kreis um die Symmetrieachse., Entsprechend be-
wegt sich w auf der Fldche eines Kegels, d.h. @ prézes-
siert im Laufe der Zeit sowohl um die Symmetrieachse als

auch um L . Ebenso prédzessiert die Symmetrieachse um L .
Beim gestreckten symmetrischen Kreisel (B'l = 9'2:>9'3) rollt
der Polkegel aussen auf dem Spurkegel ab (vgl. Fig. 11.1).
Beim abgeplatteten Kreisel erhdlt man die Situation in Fig.

11,2 mit einem inneren Abrollen, Man spricht von epizykloidi-

scher, bzw, perizykloidischer Bewegung.

Zur analytischen Ldsung

Im unsymmetrischen Fall (e'l:>e'2:>e'3) fihrt die analy-
tische Ldsung auf elliptische Funktionen. Wir begnigen uns
hier mit einigen Andeutungen.,

Aus den Integralen
2

1 !
ZQ k(”’ k)

ACIING Li? (11.44)
)2

i}
N
—

"
—

konnen wir (o als Funktionen von x:= o'

2

darstellen:

(m|2)2 = Bl_ Bz X = 83- 54 X o (11.45)
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Aus der Eulerschen Gleichung fir &'l erhalten wir dadurch

eine gewdhnliche Differentialgleichung 1. Ordnung fir x(t) :

-~ 1
e', X = (9'2—9'3) \)'(Bl_ﬁzxz)(BS_Baxz) . (11.46)

Dadurch ist die Integration auf eine Quadratur zurickgefihrt,
die wir aber nicht weiter diskutieren. (Fir Einzelheiten

siehe den Mechanik-Band von Landau u. Lifschitz.)

Geometrisches zu (11.44), Stabilitat

Die beiden Gleichungen (ll.44) kann man auch als Gleichungen
fir L'(t) schreiben:

_"'el (L'k)z =27 (11.47)
K

=
k
N O R (11.48)

Die Integrale T wund | L| sind eingeschrankt gemdss
(2> ', 2T (11.49)
e 3 hd .

Die Gleichung (11.47) beschreibt die Oberfldche eines Ellip-

soids mit den Halbachsen
1 1 ]
\/2Tel> \[2T922\12T93 (11.50)

und (11.48) beschreibt die Oberfliche einer Kugel mit dem
Radius |L{ , welcher nach (11.49) zuwischen der gréssten
und der kleinsten Halbachse variiert. Bei Richtungs&@nderungen

von L' beziglich der Trdgheitsachsen des Kreisels beuwegt
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sich sein Ende entlang der Schnittlinie der erw&hnten
Flichen (vgl. Fig. 11.4, in welcher eine Reihe solcher
Schnittlinien eines Ellipsoids mit Kugeln verschiedener
Radien dargestellt sind). Aus den Einschrinkungen (11.49)
folgt, dass die Fldchen (11.47) und (11.48) immer einen
gin- oder nulldimensionalen Durchschnitt haben,.

Wie dndert sich der Charakter der Bahnen, wenn | L]|
variiért ? Falls |L| nur wenig gridsser als die kleinste
Hélbachse ist, schneidet die Kugel das Ellipsoid in zwei
geschlossene Kurven, welche die 3'~Achse in der N&he der
entsprechenden zwei Pole des E£llipsoids umlaufen. (Fir
\L‘z — 2T 8'3 schrumpfen diese Kurven auf die Pole zu-
sammen,.) Bei Vergrdsserung von [Ll weiten sich die Kurven
aus und gehen fir (L| = (2T 9'2)% in zwei ebene Kurven
(Ellipsen) Uber, die sich in den Polen des Ellipsoids auf
der 2'-Achse schneiden. Bei weiterem Anwachsen von |L| ent-
stehen wieder zwei getrennte geschlossene Kurven, die nun
aber die Pole der 1'-Achse umgeben; fir ILI2 — 27 8",
schrumpfen sie auf diese Punkte zusammen.

Die Geschlossenheit der Kurven bedeutet eine Periodi-
zitdt des Vektors L'(t) beziiglich des Kreiselkdrpers;
widhrend einer Periode beschreibt der Vektor eine Kegelober-
fldche und kehrt in die Ausgangslage =zurick,

Besonders erwdhnenswert ist der qualitativ unterschied-
liche Charakter der Bahnen in der N&he der verschiedenen
Pole des Ellipscids. Bahnen in der N#he der 1'- und der 3'-

Achse verbleiben in der NZhe der Pole; dagegeben entfernen
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sich die Bahnen, die dicht an den Polen der 2'-Achse vor-
beigehen in ihrem weiteren Verlauf weit von den Polen,
Deshalb sind die Rotationen um die 1'- und die 3'-Achsen
stabil, hingegen um die 2'-Achse (mit dem mittleren Trig-
heitsmoment) instabil. Im letzteren Fall geniigt eine kleine
Auslenkung, um eine Bewegung hervorzurufen, die den Kreisel
weit von seinem urspringlichen Zustand entfernt. (Best#tige
dies durch ein Experiment.) Dieses Ergebnis erhdlt man auch

durch eine lineare Stabilitdtsanalyse (Uebung).

Fige 11.4
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11.4 Die Eulerschen Winkel

Das Ziel dieses Abschnittes ist die Verwandlung der Glei-
chung L2' = R_l R in ein geeignetes Differentialglei-
chungssystem, Dazu fihren wir nach Euler passende Koordi-
naten fir die Gruppe S0(3,R) ein.

Das raumfeste Bezugssystem (gl, €51 & ) ldsst sich
durch die drei folgenden sukzessiven Drehungen in das kor-
perfeste Bezugssystem (g'l, e's 3'3) iberfiihren (vgl.

Fig. 11.5):

1. Drehung im Gegenuhrzeigersinn um g mit dem Winkel @ .

3 .
Es entsteht das Bezugssystem (ﬁ,., 33) .

2, Drehung um f (Knotenlinie) im Gegenuhrzeigersinn mit

dem Winkel E% . Es entsteht das Koordinatensystem

(f_y-v 2'3) .

3, Drehung im Gegenuhrzeigersinn um 3'3 mit dem Winkel & .

Es entsteht das kdrperfeste Bezugssystem (g'l, 3'2, 3'3) .

p=s

Aquator

1
e
-1

Ekliptik

€, f:Knotenlinie

Fig. 11.5. Definition der Eulerschen Winkel (w,¥, o).
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Zur Herleitung von expliziten Formeln fiir die gesamte

Orehung als Funktion von ,%, ¢ (Eulersche Winkel)

notieren wir zunidchst folgendes (um Vorzeichenfehler zu
vermeiden),

Betrachten wir eine Drehung des Koordinatensystems
in der Ebene im Gegenuhrzeigersinn, welche die orthonor-
mierte Basis (gl, 32) in (g'l, 2'2) iberfihrt, so gilt

fir die Koordinaten (xl, x2), (X'l,x'z) , wenn @ der

Drehwinkel ist, / e,
e, \
1 ;
X 1 xl cos @ + x2 s1in @ 5 — = ;1
j"/’ I ]
1 - ] g 1\ e
x!, X, sin ¢ + X, COS @ , LD 4
h =0
U =4

Nun seien S[p und S&L die folgenden l-parametrigen Unter-

gruppen von S50(x)

cos ® - sin ¢ 0 1 0 8]
o
S sin ® cos ¢ 0 ’ %3_ = 0 cos£¥ -sin'&
0 0 1 0 sin&* 0084} .

(11.51)

]

S5ind x wie Gblich die Koordinaten eines Punktes
beziiglich des raumfesten Systems und x' die Koordinaten
beziiglich des k&rperfesten Systems, so gilt nach Definition

der Eulerschen Winkel

x' = § g S X (11.52)
x' =5y Sy, x, :

oder

X = R(m,3:¢) x' ., R(m,Sjm) = Sm(gé- Sy (11.53)

Nach (2.67) gilt



(4%
S =¢ , Sy = e . (11.54)

mit
. 0 —u)3 .,
_Q: R R = (1):_5 0 '--(l):L o (11.55)
-m2 wl 3]
Ferner war
0 -o! o'
1 3 2
CL=RORTT, A2 = (w0 o-wt ), (11.56)
- t 1
o'y w'y
mit
8 = Ro' , (11.57)
1

denn  w AX =-D._>£ = RQ' R™ X R x!' = R(g'/\ _>£') = (R_u_)_')/\é .

_lo no .

[4 ~ ~o nNJS [
' = RR = S_y 5_,}5_@(5(,, Sg Sy + Sy Sg Sy + Se 5.9 5y)

e ~ o o

Aber (vgl. (11.54))

s S b, Y R &9— 11.59)
~p P =¥ I3 S 98¢ =) I, . (11.
Durch Einsetzen von (11.59) und (11.51) in (11.58) findet man
ohne grosse Miihe
°
é*gos O + @ siné} sin

w' = ~ Usin ¢ + ¢ sinthcos (11.60)
¢ + 6 cosf}

Durch direkte Rechnung findet man ferner, dass sich ®w = Ro'

wie folgt darstellen l&isst:

L =08, + 0y + o, (11.61)
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., [cos o sinS‘sin i
= [;] 1] ’ 2,9_ =’9' sin @ ', Elb

0 cosé}

il
=

Dieses Resultat kann man anschaulich aus der Fige 11.5 ver-

stehen:

-4
Ly " " " f-Achse,
glb H " n " g'z-AChSe.

Das Gleichungssystem (11.60) ldsst sich leicht aufldsen:

6 = gf;%s: [mﬁ_sin b + m'zcos ¢ ]

"

¢

', cth’[m'lsin bro',cos 4] .

Falls w'(t) als L&sung der Eulerschen Gleichungen bekannt
ist, so stellt (11.63) ein kompliziertes gekoppeltes nicht-
lineares (!) Differentialgleichungssystem dar. Im Falle des
kraftefreien Kreisels sollte dieses durch Quadraturen lis—

bar sein. Dies ist aufgrund des Drehimpulssatzes tatsidchlich

moglich. Da L zeitunabhdngig ist, kdnnen wir e = L/ L]
. . -1 o/ ~
wahlen, Nun ist L' = R L = §¢ §3_§m L = S_¢S_§_£ ’
1] 0
s 0} = L sins‘

S
- )
0_ L coséP

N
S.p SgL =1L (sin’S’ sin ¢ , sin& cos ¢ , cos~9’) ,

d.h.,
l_'l = G'l m'l = L sing; sin ¢
L'2 = 9'2 m'2 =L sin&y cos ¢
L'y = 8", w'y = L 0059' . (11.64)

—sinf- cos 0 (11.62)

¢ Winkelgeschwindigkeit zu l-param.Rotation um gS-Achse,

w', cos ¢ - w'osin ¢ (11.63)
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Damit sind cosS’ und tg ¢ bekannte Funktionen:

9'3 G'lm'l
COS’S’ = T u)'3 , tg & = '—1;,—2 . (11.65)

Aus (11.64) und (11.63) findet man nach einer einfachen

Rechnung 8 (a" )2+e' (" )2
1 1 2 2

. . (11.66)
(8" 0")% (8',0",)2

Soeo
!

2

Die rechte Seite ist eine bekannte Kombination von ellipti-
schen Funktionen.Damit ist auch @(t) durch eine Quadratur
bestimmt., Fir weitere Einzelheiten verweise ich auf den

Mechanik-Band von Landau + Lifschitz,

11.5 Kanonische Formulierung und gruppentheoretische Inter-

pretation

Wir betrachten wieder den kriftefreien Kreisel, Als verall-
gemeinerte Koordinaten wihlen wir die Eulerschen Winkel

(m,'3,¢) . Die Lagrangefunktion in diesen Koordinaten lau-

tet nach (l1.60)

r...
I
—
n
N~

e'l(s'cos b + ¢ sin¥ sin 0)% +
3 6'2(-3‘sin o + ¢ sin¥cos $)%
% 9'3($ + 9 cosé+)2 . (11.67)

Bevor wir zur Hamiltonschen Farmulierung ibergehen,

zeigen wir noch, dass aus (11.67) natiirlich auch die Fuler-
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schen Gleichungen folgen. Es ist

oL L (v's _
20 (‘me3 Y = 813 u)|3 =
DL _ QL Doy 4 o'y,
b cout) Toh T qut, To 0

Die

d QL _ay =,
ot o4 = O'5 ©
(9'1’9'2)m'1w'

Die kanonisch konjugierten Impulse sind

Pop = jf}w'

i
- L '
Pg = > = L ] cos th
o YL,
Po = ¢35 = Lt'3 »
Diese Gleichungen l@sen wir nach
p -P@cos%%
LY, = 2
1 sin Y~
p -p¢0059'
LY, = 2
2 sind
L —_
L3'—p‘b0

Daraus erhidlt man fir

- L'2 sin ¢

Ll
sin ¢ + px* cos

cos ¢ - R&- sin ¢

L = R(9,%78) L'

auf

- . sin @
Ll = p‘p sin @ ctgg%'+ p%r cCos @ + p¢ Sin o
= . - cos @
L2 = p(p cos @ ctgq} + Q&,51n (1 pLb ETFS:
L3 = p(p o

Man sieht sofort, dass

p£} = Llcos ¢ + L2

sin ¢ = F-L

(f: Knotenlinie)

Also haben die kanonischen Impulse die folgende Deutung

p’& =f..l'.

. (11.68)

beiden anderen Eulerschen Gleichungen erhilt man dhnlich,

!
,bar—= L' siné}sin b + L'zsinb'cos b + L3cosEf

(11.67)

(11.68)

(11.69)

(11.70)

(11.71)
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Die Hamiltonfunktion ist
1 2
H = :Ef §—§T; (L'i) , (11.72)
L

mit den Ausdriicken (11.68) fir L, .

An dieser Stelle notieren wir auch

2p,P
lL[2 =| L'l2 =1 (p2 +p2 ) - A COSSF + p2 . (11,73)
- - singf* ¢ v sin2¢ Ua

Aus den Formeln (11.68) und (11.69) kiénnte man durch mih-
same Rechnung die Poissonklammern der raumfesten und der
kdrperfesten Drehimpulskomponenten ausrechnen. Diese ergeben
sich aber aus einer gruppentheoretischen Betrachtung, wie wir
gleich sehen werden,

Als Resultat erhdlt man
{.Li ’ Lj%’ = &1 K
? 1 — 1
{,L i» b ;G & Yk
1
{ Lo LYy ¥

Wir zeigen zun#dchst, dass daraus und aus (11,72) wieder

1
M
-~

il
o
.

(11.74)

die Eulerschen Gleichungen folgen. Es ist
o 1 IL
t —_ t — — 1 1 f
L' = {.L K? H} -—2251 5T, Lh Attt i§
1 —— i

o'y ~ &0l

= (E)_'/\_I_—_')k ’

was wegen L' = 0'vw' mit den kriftefreien Eulerschen Glei-
chungen uUbereinstimmt,

Die dritte Gleichung von (11.74) impliziert

4 H, Li} = 0 (11.75)
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und aus der 1, Gleichung folgt

Deshalb sind H, L3 und |£|2 in Involution, weshalb das

System im Sinne von é;lD.l integrabel ist,

Gruppentheoretische Betrachtungen

Der Konfigurationsraum des Kreisels ist die Gruppe S0(3),
(Dieser sieht nur lokal wie der 'E? aus, global hat er
eine andere Struktur.)

Beziiglich der Linksmultiplikation R |-—->'>\R: ’XR(S) = RS
(R,5€50(3)) ist S0(3) eine Liesche Transformationsgruppe
(vgl. Anhang II). Da zuischen raumfesten und kdrperfesten
Koordinaten die Beziehung x(t) = R(t) x' besteht, induziert
eine Drehung des raumfesten Koordinatensystems eine Links-
multiplikation der "Konfiguration" R(t) . Entsprechend in-
duziert eine Drehung des kdrperfesten Systems eine Rechts-
multiplikation der Konfiguration. Fir die weitere Diskussion
verwenden wir den Inhalt von Anhang II Uber Liesche Gruppen.,

Zu einem Element X der Liealgebra so(3) von 50(3)
gehdrt die l-parametrige Untergruppe A(s) = exp(sX) wund
dazu das rechtsinvariante Vektorfeld X" auf S0(3) mit
dem Fluss C\A(S). Ebenso gehSrt zu X das linksinvariante
Vektorfeld Xx“ zum Fluss g)A(s) , Wwenn @IR die Rechtsmul=-
tiplikation mit R bezeichnet. Fiir die Basis {Iik von S0(3)
(vgl. (2.68)) gelten die Vertauschungsrelationen (8.28),
d.h.

[Ii, IJ.] = aijk I, - (11.77)
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Fur die zugehdrigen Vektorfelder IRi und ILi folgen

dann die entsprechenden Relationen fir die Lieschen Klam-

mern
it o, =- ¢ 17 (Antihomomorphismus)
irl ik K
L L4 L .
[Ii , I j]— gijk I, (Homomorphismus)
R
[1 g0 1 j]— 0 . (11.78)

Wir bestimmen zundchst ILi in den Eulerschen Winkeln

(Diese Vektorfelder geben fir den guantenmechanischen Krei-
sel die kdrperfesten Drehimpulsoperatoren) Fir die Drehung

~J
R(@, AF,0) = Se Sg Sy (11.79)

und die l-parametrige Schar R(e,t) zu X = I.e (vgl. 2.67)

sei

R(w, ¥ ,0) R(e,t) =: Se(t) A§{3(t) Sp(t) * (11.80)

L4
Wir interessieren uns fir (§,n ,0) an der Stelle t =0 .
Dieses Trippel ist das Vektorfeld XL an der Stelle (m,ﬁ},m) .

Nun ist einerseits

0 -eq 92
d
)= 57 R(g,t)l = eq O ~ey (11.81)
t=0
~e, el 0

und anderseits nach (11.80)
_d N v
S2= Gl s S8 S See) S Sace) ¢

Nach (11.60) gilt also

S .

1 Q‘cos b+ @ sin%ksin ]

e, = - Brsin ¢ + é sin{% cos W

. b + @ cos A" (11.82)

e

@®

Wie in (11.63) lautet die Aufldsung dieser Gleichungen
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1 [e, sin & + e,cos O]
Sin o 1 2

o
S’= e, cos b - e, sin o

b = e, - ctgﬂ' [elsin 9 + e,cos o] . (11.83)

Deshalb ist an der Stelle (w, b} b)s

ILl = (%%%1$ , cos ¢, - ctgﬁ‘sin 0)

IL2 = (Zgi ¢, - sin ¥, - ctgs}cos b)

1t = (0,0,1) . (11.84)
Entsprechend kdnnten wir IRk bestimmen. E£s gilt aber

lR(w,93¢) = R(w, &, 0) 1 (e, 0) . (11.85)

Dies sieht man so: Zundchst gilt

R(‘P,Q/y'-b) R(E,t)

il

(R(o, %) Re,t) R™(0,0,6)) R(w,&,)
R(e',t) R(w,50) ,

e' = R(q),/s’,d') e .

Deshalb ist die Integralkurve von (l:g')R durch @P,S}¢)

gleich der Integralkurve von (l-g)L durch (m,3:¢), deh.

(_l_'_e_')R(q),%‘,dr]) = (_I_'E,)L((P,&’d-‘) .

Daraus folgt (11.85).

Durch eine einfache Rechnung findet man aus (11.85)

und (11.84)

(s sin @

I, = (-sin @ ctd%} cos ¢, SN )

R _ . _ Cos ®

I, = (cos © ctgd, sin @ , Ty

1", = (1,0,0) . (11.86)
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Nun knipfen wir an die allgemeinen Betrachtungen
und Ergebnisse von Kap. 8 (speziell p. 229 ff) an. SO(3)
operiert kanonisch auf zwei natirliche Arten im Phasenraum
des Kreisels, namlich durch

R > T*(RR) und R +—> T*(?R) . (11.87)

Jedem Element € der Liealgebra so(3,R) werden dadurch
die beiden Hamiltonschen Vektorfelder T*(?%R) und T*(%EL)
zugeordnet, Die zugeh@rigen Hamiltonfunktionen seien JR(§')
und JL(g;) . Nach (8.51) gilt, da die beiden Operationen

. *)
in (11.87) vertauschen ,

{afe), Rk
{392, e}
ERCINEECINY

Die Funktionen 37(I;) , 3(I;) interpretieren wir natiir-

EY D
- NS,

(. (11.88)

]

licherweise als die raumfesten, bzw,., kdrperfesten Orehimpulse

L; und L', . Diese lassen sich aus (8.47), (11.84) und

(11.86) berechnen. Z.B. ist

. sin @ _ Q
LYy Pe 5Thn s * Pg ©OS b+ py (-ctgv cos @)
pm-p¢0053'
S sin ¢ + w} cos ¢ ,

was mit der ersten Gleichung in (11.68) tatsichlich iberein-
stimmt, Ebenso erh#lt man die anderen Komponenten in (11.68)
und (11.,69). Damit folgen aus (11.88) auch die Poissonklammern
(11.74). (Das Minuszeichen in der 2., Gleichung beruht auf der
*)

Diese definieren eine Operation von S0(3) x S0(3) auf dem

Phasenraum,
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"Antihomomorphie™ von @R : @RlRZ = § R2§)Rl .)

Zusammenfassungs Drehungen des raumfesten, bzw, kirper-

festen Bezugssystems induzieren kanonische Transformationen
im Phasenraum, welche durch die raumfesten, bzw., kdrper-
festen Drehimpulskomponenten L und L' erzeugt werden.
Aus allgemeinen (gruppentheoretischen) Griinden erfiillen sie

deshalb die Poissonklammern (11.74).

Bemerkungen:

1, Die Diskussion wird noch durchsichtiger, wenn man auch
den Phasenraum geometrisch interpretiert (als Kotangen-

tialbiindel von 50(3).)

2., Eine ganz analoge Diskussion ldsst sich auch in der Quan-

tenmechanik durchfiihren (siehe QM-Skript).

11,6 Der schwere Kreisel mit Fixpunkt

Wir betrachten einen starren Kérper im homogenen Schwere-
feld mit Fixpunkt 0 , 0 wird als gemeinsamer Nullpunkt des
raumfesten (K) und des kdrperfesten (K') Bezugssystems
gewdhlt, Der kdrperfests Trdagheitstensor @' beziiglich O
ergibt sich aus @' beziiglich des Schwerpunkts S nach

Satz 11.1.
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Wir widhlen die 3'-Achse in Richtung 05 und die
raumfeste 23~Achse in Richtung der negativen Erdbeschleu-
nigung - g (vgl. Fig. 11.6). Es sei Q := | T8,

Dann gilt nach Satz 11.1

/\I:Q = M‘[{‘ElZ 6k0 - ak ag} +el:£ ’ (11.89)

Die Lagrangefunktion lautet

—
]
—

I
-V =3 .:2: B!. o', w', - Mgf cosé}, (11.90)
;s 1] 1 J
1,]
mit den Ausdriicken (11,60) fir die w‘i « Da L autonom

ist, gilt der Energiesatz

T+ V =E = const, (11.91)

A &5 (vertikal)

Knotenachse

Fig. 11.6
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In der Hamiltonschen Formulierung sind im allgemeinen nur
H und L3 in Involution (Invarianz beziiglich Drehungen

um die gS—Achse) und deshalb ist das Problem im allgemeinen

nicht inteqgrabel.

Falls aber der Kreisel symmetrisch ist mit 'ﬁg als

Figurenachse, so ist das System auch invariant unter ODre-
hungen um die g'z-Achse. Nach der gruppentheoretischen
Deutung der L'i gilt deshalb {H,L'3}>= 0 . Dies sieht

man auch Form&, denn es ist

1 2
H = -z 7_’8'_1 (L'i) + Mgé COSA9'
1 2 1 1 2
= BT fiL'y® + (—g+— - ey )(L'2)+ Mgl cosd™  (11.92)
294 2@3 29,

und

L'3 =Py L3 = Py - (11.93)
Daraus entnimmt man, dass H, L3 und L'3 in Involution

sind und damit ist das Problem integrabel,

Nach (11.89) ist

A:=©H_=©% =9\_+m£2 , 8', =63 =: C , (11.94)
und folglich nach (11.60)

T=5 ()% + (0,)%) + £ (0',)?

(é2+ sinza‘éz) + % ($+cos%'¢)2 . (11.95)

Nl N>

Daraus sieht man, dass ¢ und ¢ zyklisch sind und folg-
lich sind Py = LA¢ und Py =LAl konstant, wie wir
auch schon auf andere Weise eingesehen haben (vgl. 11.93)).

Nun ist
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p A sin’d @ + C cosd (5+cosb’6) =3 Ab

¢

Py = C($+coé}6) =: Aa (proportional zu w'3). (11.96)
Daraus folgt

¢ = E:%_%EE__ R i = % a-cosy E:E—%EEQ-. (11.97)

sin 0‘ sinf%

Damit kann der Energiesatz (11.91) in eine Differential-
gleichung 1. Ordnung fir &% ubergefithrt werden:

E - %(m'z)2 =: E' = % a §2, U() = const (11.98)

wo

A ib_? 23?3)2 + mgf cos{r} (11.98)
sin

Dies hat die Form eines schon mehrfach studierten Problems.

u() =

N~

Wir beschrdnken uns wieder auf eine qualitative Diskussion.

Es sei
[ 3
u = cosg} _ = - sini*{}‘ g
]
u:=2§—-, B =2mgd /A>0. (11.99)
Dann gilt
5 02, V(u) = 0,
, ) (11.100)
2 V(u) = (b—a~u) ~(1l-u )(a-Bu).
Daneben haben wir nach (11.97)
. b-au
5 = bmay | J (11.101)
l-u

In Fig, 11.7 =zeigen wir den Graphen von V(u) , sowie

die Phasenebene (u,u) .
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Fig. 11.7

Das physikalische Gebiet ist .{/u |- leu<g 1, V()L 0} .
Da B>0 ist, hat V(u) das in Fig. 11.7 gezeigte asymp-

totische Verhalten: V(u) —» 3 ©@ fir u —= % 00 ., Fir

u=+1 ist 2V(+ 1) = (b Ia)2;>o .

= L3 : stehender Kreisel

hangender Kreisel,

—
(A= (A=

Grenzfille: (i) b = a=pp, = Py

—

(ii) b = - a =£-,>|_3 = -

Sonst spricht man vom schiefen Kreisel. Das Potential sieht

dann wie in Fig. 11.7 aus., Die Librationspunkte U< U, sind

Umkehrpunkte der £+- Bewequng.
Wir betrachten zundchst ul<:u2. Fir die (8’-Beuegung

haben wir u

dx .
0 V -2V (x)

u(to)
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Ferner ist

. UO"CDSIS’ UO-U (
0 = @ —————— = g , u = hb/a . 11.102)
sin%S’ l—u2 °

Nun betrachten wir der Reihe nach verschiedene Fille,

1) us>u, : In diesem Fall hat © nach (11,102) immer das

gleiche Vorzeichen. Die Figurenachse 3'3(m,£f) (vgl.Fig.1l1.6)

fihrt eine Prdzession um die gz—Achse aus (in positiver Rich-

tung wenn a> 0 ist) mit einer Nutation in u = cosS’ zwischen
u; = cosfsl und u, = cosﬂ}é (siehe Fig. 11.8).

Fig. 11.8
2) u, =u, : Dann ist ¢ =0 fur u = u, , aber ¢ wech-

selt das Vorzeichen nicht, In diesem Fall fillt der Kreisel
aus u = u, bis u = uy und richtet sich dann wieder auf
(vgl. Fig. 11.9). Dieser Fall entspricht der Anfangsbedingung
41(0) = 6(0) =0, XTXD) =&); , 9(0) (loslassen des Kreisels
ohne Anfangsgeschwindigkeit der Figurenachse)., Dann ist

E' = mgd 008'9'2 und der Energiesatz (11.98) lautet mit (11.,97)
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(siehe auch (11,95))

NgQ COS(S- = %('éz+ singg &2) + Ngﬂ cos&'

) , (11.103)

]
Also ist @'ﬁ 0 oder $ = 0 nur mit einer Abnahme von é}

vertriglich (vgl, Fig. 11.9)

fFig, 11.9

3) ul<fud< us 3 Fur diesen Fall #ndert @ bei der Bewegung

das Vorzeichen (vgl. Fig. 11.,10),

Fig, 11.10
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Der fall wu, = u, (Doppelwurzel von V(u)) erfordert
natiirlich spezielle Anfangsbedingungen. Fir eine Diskussion
verweise ich auf [10], p. 224 .

Interessant ist der stehende Kreisel: b = a, Dann hat

V(u) eine Wurzel bei u =1 . Der Kreisel sei anfanglich
[
vertikal, &J(0) = 0, und es sei ~¥(0) = 0 . Dann ist nach
dem Energiesatz (11.98), (11.98') E' = Mgf , also nach (11.99)

x =B . Nach (11.100) gilt deshalb

42— (1-u)? [B(1+u) - a2l =0 . (11.104)
Die Wurzeln von V(u) sind fiir diesen Fall
2
a
uy,p = 1, u; =g - 1. (11.105)

Nun muss man zweli F8lle unterscheiden,

2 (L15)°
a) a“/B>2 (dehe. ﬁfiﬁa——:> 2) : Dann ist u;>1 und das

Potential sieht wie in Fig. 11,11 aus.

v ()}

N\

1 US\\\E'U

Fig. 11.11

Dies ist ein "schneller" Kreisel und die einzig mdgliche
Bewegung ist die mit u =1 (DOrehung um die Vertikale).

Dieser schlafende Kreisel ist stabil.
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b) 82/B<:2 : Da jetzt u3<:l ist, hat V(u) die Form

in Fig., 11.12.

V(u)T

Figs 11,12

. . | g s
Der Kreisel nutiert dann zwischen = 0 und = V 3

(u3 = cos{}s).

Es gibt somit eine kritische Winkelgeschwindigkeit

0., oberhalb der nur eine vertikale Bewegung mdglich ist,

Der Wert von w_ ist gegeben durch a2/B = 2 , deho

mf - 4an g A (11.106)
C

Fir w)-wc dreht sich der Kreisel um die Vertikale, bis w
durch Reibung unter ®. sinkt, Dann beginnt der Kreisel in

zunehmend starkeren Masse zu taumeln.
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11,7 Winkel- und Wirkungsvariablen fir den schueren sym-

metrischen Kreisel

Nach dem allgemeinen Verfahren fir mehrfach periodische
Systeme konstruieren wir Winkel- und Wirkungsvariablen fir
den schweren symmetrischen Kreisel mit Fixpunkt.

Nach (11.92) und (11.94) lautet die Hamiltonfunktion

1 1 2 |2 l 1 2
W=t T2 (L2 2(r)2h gl cos o .

Nun ist L', = Py und nach (11.68)

2 (py=Pyc05V)’

2 2
(L )%+ (Lt + p .
1 2 Sin%& N

Also haben wir

(PP, cos )
sin2£}

1
H = >R [

+ pg.] + %E pi + Mgl cosS’ . (11.107)

Zundchst fihren wir eine passende kanonische Transformation
(if, pgﬂ) F—%>-(u,pu) aus, welche durch die erzeugende

Funktion (2. Art) § = p_ cosd definiert ist:

u =(%%§ = cosg; R Py =-z%s = - sind P, (11.108)
In den neuen Variablen lautet die Hamiltonfunktion
2
N 1 (pm—p¢u) 2 2
H(q’9uv¢'),pm’puvp¢) = "2—[_\' [ '_ltuz—— + (l-u ) pu ]
" é—c pi + Mgl u . (11.109)

Mit dem Ansatz

= = = 11,110
W Um+ U¢+ UU ’ Um mmw ’ UdJ ¢a¢ ( )
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oy = const) lautet die verkiirzte HJ-Gleichung

1 E?m"“wu)z 2., oY, 2 1 2
2w + (1-07) (esg™) )+ 57 o+ mglu = € . (11.111)

+

Der Separationsansatz (11.110) ist also erfolgreich.
Die Wirkungsvariablen Jm und J¢ sind

= 1 QU = -
Jp = 57 5o 90 = %, 0 Iy = oy . (11.112)
Die Gl, (11,111) hat die Form

QQu

(1-u9)? (=m2)? = £ (u,E,3,,3, )

mit
F = [2AE - & Ji 1 (1-u?) - 2A Mgl (1-u?) u
2
- (:1tp - u Jw) . (11.113)

Damit lautet die 3. Wirkungsvariable

U2 1
VF(U’E,JmsJ¢)
> du . (11.114)
l-u
Y1

1
YT RY P T

= J=

Nun sei
S(m’U’¢aJw’JU,J¢) = U(myuawa’Jm’J¢)
—
Ve, 3,3y
=J © + J, ¢ + du' , (11.115)
() @ l—U'2
u
0
wobei E rechts mit Hilfe von (11.114) durch Jm, Jlh und
J zu ersetzen ist, Die Wirkungsvariablen sind dann

u
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- 95 _ - R
W, = (bjm = ¢ , uy =4, b, = 73, (11.116)

Die neue Hamiltonfunktion E(Jm’Ju’Jm) ergibt sich grund-

sdtzlich aus (11.114) und aus dieser ergeben sich die Fre-

quenzen
m(p =‘%;3§ : Prazession um die s - Achse ,
o ='£;JE ¢ Nutation ,
0y =<;§%§ : Prazession um die 9'3 - Achse .

Fir den Fall, dass £E nur sehr wenig grosser ist als
Ji/ZC lassen sich alle Rechnungen ndherunguweise explizit

ausfihren, Dies iberlassen wir dem Studierenden.






